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Jerzy Kuczynski

dy bylem licealista, przeczytatem bardzo rozsadne

zdanie na temat matematyki w nauczaniu elementar-
nej, cho¢ akademickiej, fizyki. Ot6z autor jednego z wow-
czas popularnych podrecznikow stwierdzal, ze w celu
sprawnego poznawania fizyki na tym poziomie student
musi zna¢ sens i niektore podstawowe wiasnosci catek i po-
chodnych, ale nie jest mu potrzebna znajomos$¢ rachunku
rézniczkowego i catkowego. Inaczej méwiac mozna na-
uczy¢ dos¢ zaawansowane;j fizyki, wraz z rozwigzywaniem
wiekszosci spotykanych na poziomie inzynierskim proble-
mow, bez znajomosci standardowej analizy matematyczne;j.

Biorac pod uwagg, ze pominigcie tej dziedziny mate-
matyki stanowi znaczne utatwienie nauki, prawdopodob-
nie réwniez w szkole daloby si¢ przedstawiaé uczniom
znacznie bardziej zaawansowang fizyke od tej, ktora jest
nauczana wspotczesnie. Bylaby to fizyka ciekawsza, prak-
tycznie uzyteczna a jednoczesnie chyba tatwiejsza intelek-
tualnie od tego czego uczymy obecnie. Jedyng dodatkowa
inwestycja byloby wyjasnienie sensu catki i pochodnej
co nie powinno zaja¢ wigcej niz kilkanascie minut. Jeze-
li jeszcze z pochodng mogloby by¢ troche problemow to
catka jest zupelie oczywista, bo to po prostu suma i ma
niemal wszystkie wlasno$ci sum skoficzonych'.

W przypadku funkcji to pole pod wykresem a w prakty-
ce fizycznej [dm ,,po krzesle” to masa krzesta, [ds po po-
wierzchni przedmiotu to pole powierzchni tego przedmio-
tu a [dV po bryle to obj¢tosé tej bryty. Zrozumienie tego
nie stanowi problemu nawet dla ucznia szkoty podstawo-
wej. Z pochodna jest niewiele gorzej a znaczna czg$¢ wie-
dzy jest juz realizowana pod nazwa ,,nauka o predkosci”
i wydaje sig, ze uzycie terminu ,,pochodna” za wiele ni-
czego by nie skomplikowato.

Biorac pod uwagg niezwykla prostote rachunkow
rézniczkowych® mozna by tego (gdyby sie chcialo!) bez
problemu nauczy¢. Inna rzecz, ze zastosowanie pochod-
nej w elementarnej fizyce nie jest zbyt duze. Natomiast
przy uzyciu pojecia calki da si¢ przedstawi¢ duzo cieka-
wej a obecnie stabo znanej fizyki. Do tego da si¢ to zrobic¢
duzo szerzej, bardziej jednolicie i z mniejszym naktadem
wysitku od tego co mamy teraz. Konkretnie mam na mysli
wykorzystanie prawa Gaussa.

Prawo Gaussa mowi, ze catka po zamknigtej powierzch-

ni ze ,,strumienia” pola jest rowna calkowitej wydaj-
nosci zrodet tego strumienia znajdujacych si¢ wewnatrz
powierzchni. Jezeli przyjac, ze strumien pola to po prostu
ilo$¢ linii sit wytwarzanych przez zrodta a linie ,,wychodza”
i,,koncza si¢” zawsze w jakims zrodle to dalsze thumaczenie

nie jest juz potrzebne. A zrodtami pola moze by¢ wiele rze-
czy. Oczywiscie ,,klasyczne” to masa i tadunek elektryczny.
Ale prawo stosuje si¢ catkiem niezle do hatasu, fal sztormo-
wych na oceanie czy ciepta z grzejnika. Dodatkowo prawo
wigze zachowanie pola z rodzajem przestrzeni. Zauwazmy,
»polem” nie musi byé znane z podstawowej fizyki pole
a moga to by¢ liczne znane z codziennosci catkiem zwy-
czajne wielkosci fizyczne. Dodatkowo przy pomocy prawa
Gaussa mozna badac¢ nie tylko ,,pola” ale rowniez przestrze-
nie, w ktorych te pola si¢ rozchodza. Samo prawo ma postaé

AfP-ds=p (1)

gdzie P ,,polem” , ds elementem zamknigtej powierzchni,
po ktorej si¢ catkuje (sumuje) a p wydajnoscig zrodet pola
wewnatrz powierzchni.

hwile uwagi trzeba poswigci¢ wielkosci A. Catka

jak kazda suma nie zmienia jednostek. Tym samym
wielkos¢ [P-ds ma wymiar ,pole razy powierzchnia”
a po prawej stronie znaku réwnosci jest zrodto pola, czyli
zdecydowanie inna wielko$¢ niz pole. Tym samym, aby
mogla nastapi¢ rownos¢ trzeba uzgodni¢ jednostki a do-
datkowo w zaleznos$ci od tego jakie jednostki wybierze-
my, potrzebny jest wspotczynnik ilosciowy. I wlasnie te
funkcje petni parametr A.

W przypadku elektrycznosci i uktadu SI parametr nazy-
wa sie &, i jak wiemy wynosi 8,845187818 - 10" C*/N-m’
(juz sama warto$¢ wspolczynnika moze zniecheci¢ do
SI!). Majac rownanie (1) i g, zupelnie elementarnie znaj-
dujemy prawo oddziatywania tadunkow, czyli prawo Co-
ulomba®. Dodatkowo zrozumiemy skad si¢ to prawo wzie-
fo! W tym celu umieszczamy tadunek q w srodku sfery
o promieniu ,,r”’. Wiedzac, ze linie sit konczg si¢ jedynie
w tadunku niezaleznie od wielkosci ,,r”” przez powierzch-
ni¢ sfery przechodzi tyle samo tych linii a ze wzgledu na
to, ze wszystkie punkty sfery sg tak samo odlegte od ta-
dunku (zaden punkt sfery nie jest wyrdzniony) warto§é
pola E (natezenie pola) jest w kazdym punkcie taka sama®.
Mozemy wigc napisa¢ rownanie stuszne dla dowolnego r
(sfery o dowolnym promieniu)

goJE-ds =g, E-fds =g, ‘E-4ng, 1" = Q

Stata, jak w przypadku kazdej sumy mozna wytaczyc
przed catke a [ds = 4n-1°, bo ta calka to pole sfery. Stad na-
tezenie pola elektrycznego E(r) =Q /(4ne, ). Biorac pod
uwage, ze sita F = E-q mozemy napisa¢ prawo Coulomba

F(r) = E-q = q-Q/(4meqr’)

Jak wida¢ zadne catkowanie nie byto potrzebne — wy-
starczylo jedynie zna¢ wzor na pole sfery”.

! Oczywiscie catka oznaczona. Catka nieoznaczona wydaje mi si¢ w ogole mato przydatnym pojeciem. Przynajmniej na poziomie elementarnej fizyki.

*w praktyce potrzebny bytby tylko jeden wzor (x")’=n-x"". Dla , szczegdlnie zainteresowanych” uzupetniony wzorami na pochodng iloczynu, ilorazu i ztozenia funk-
cji. Ten ostatni wzor wydaje mi si¢ warty do wprowadzenia w szkole do szacowania btedu pomiaru. Dzigki niemu da si¢ wyjasnic, dlaczego pewne wielko$ci maja wigkszy
a inne mniejszy wplyw na catkowita niepewnos¢ pomiaru, co wydaje mi si¢ mie¢ duze ,,ideologiczne” znaczenie w ksztatceniu na bardziej zaawansowanym poziomie.

*Dla elektrostatyki pelny opis problemu mozna znalez¢ w popularnych podrgcznikach. Np w ksiazce D. Halliday’a i R. Resnicka.

* Mozna troche skomplikowa¢ problem podajac, ze ,,” oznacza iloczyn skalarny wektorow P i ds.

® Prawdziwe rachunki catkowe potrzebne sa dopiero by uzyskaé wzory na pole czy objetos¢ kuli.

6/2025

)
£
B
=
I3
2
a
1
9
(s}
w




W identyczny sposdb uzyskamy prawo grawitacji
Newtona. W tym celu zamiast q i Q podstawimy masy
m i M. Chwilowo zostawimy wspotczynnik A i wykonu-
jac te same co poprzednio operacje, czyli umieszczajac
mas¢ M w $rodku sfery o promieniu r i zauwazajac, ze
jak poprzednio ilos¢ ,,linii sit” przechodzacych przez sfere
nie zalezy od jej promienia a sila dziatajgca na mase jest
rowna iloczynowi przyspieszenia grawitacyjnego (petnia-
cemu tu role ,,natgzenia tego pola”) i masy m, na ktorg to
przyspieszenie dziata otrzymujemy wzor

F (r) = m'M /(4nAr’) )

Oczywiscie standardowa posta¢ prawa grawitacji wy-
glada tak

F (r)=G'mM /(1) )

ale przez poroéwnanie tych rownan bez trudu wyliczymy,
ze A dla grawitacji wynosi

A=1/4nG lub G = 1/4nA.

W ten sposdéb mamy wyprowadzone dwa z podsta-
wowych wzorow fizyki. Poniewaz udato si¢ powigzaé te
prawa z przestrzenig mozemy zobaczy¢ co by si¢ dziato
w przestrzeniach o innym wymiarze. Najmniej przekonu-
jacy jest problem dwu wymiarow. W elektrycznosci dwa
wymiary symulujemy trochg sztucznie biorac nieskoncze-
nie dluga natadowang prosta. Latwo zauwazy¢, ze linie sit
pochodzace od takiej prostej sg do niej prostopadte. Wy-
bierajac do catkowania powierzchni¢ walca, przez ktore-
go $rodki podstaw przechodzi wspomniana prosta, tatwo
zauwazy¢, ze przez ,,denka” nie przejdzie zadna linia sit,
bo denka sg prostopadte do prostej wytwarzajacej pole,
a wszystkie nat¢zenia pola na pobocznicy walca sg rowne.
Stad calka (1) wyniesie

g E-ds=¢yE-[ds=¢, E-2ng, r-h=0"h

gdzie ¢ to gegstos¢ liniowa tadunku na prostej a h jest wy-
sokoscig walca. Ostatecznie zaleznos$¢ pola od odleglosci
od natadowanej prostej opisuje wzor

E = o/(2ngyr)

Jak widaé¢ wspotczynnik przy m wynosi teraz dwa, ale
co istotniejsze wyktadnik promienia wynosi tylko jeden —
pole w ptaszczyznie maleje wolniej niz w przestrzeni. To
dlatego, ze dtugos¢ okrggu jest proporcjonalna do promie-
nia a powierzchnia kuli do jego kwadratu.

Jest jasne, ze biorgc masywny nieskonczenie dlugi wa-
lec otrzymamy zachowanie ,,dwuwymiarowej grawitacji”.
Dwuwymiarowe pole ma stosunkowo niewiele praktycz-
nych zastosowan. Tak naprawdg jedyne, ktore mi przycho-
dzi do glowy to opis fali rozchodzacej si¢ od dos¢ odle-

glego sztormu (bedacego zrodtem fal). Otdz w odlegtosci
wyraznie wigkszej od rozmiar6w obszaru sztormowego,
energia takiej fali (zwanej martwg) maleje odwrotnie pro-
porcjonalnie do odlegloséci od tego sztormu. W praktyce
oznacza to, ze taka fala maleje do$¢ wolno i mozemy ja
do$é czesto napotkaé®.
B ardzo czgsto stykamy si¢ z polem w jednym wymia-
rze. Tym razem modelem tej sytuacji jest nieskon-
czenie naladowana plaszczyzna o gestosci powierzchnio-
wej tadunku 1. Oczywiscie i w tym przypadku linie sit sa
prostopadte do takiej ptaszczyzny. Jezeli na taka ptaszczy-
zne¢ nalozymy walec o osi prostopadiej do tej ptaszczyzny
to tym razem przez pobocznicg nie przejdzie zadna linia.
Dlatego catka ograniczy do sumy powierzchni S podstaw

g JE-ds =¢gyE-fds =g, E-2S=1'S =>E =1/2¢,

Zauwazmy, jednowymiarowe pole w ogole nie maleje
z odlegloscig. Mozna to zademonstrowa¢ eksperymental-
nie budujac ,telefon ze sznurka”. Jezeli potaczy¢ sznur-
kiem dwa pudetka (np. po pascie do butow) to mowiac
do jednego z nich odlegly nawet o kilkadziesigt metrow
stluchacz wcale niezle styszy glos w drugim pudetku.
bo dzwigk ,,wpuszczony” do sznurka nie rozprasza sig.
Oczywiscie klasycznym przyktadem jednowymiarowego
pola jest grawitacja przy powierzchni Ziemi. Blisko po-
wierzchni mozna uzna¢, ze ta powierzchnia jest w przy-
blizeniu ptaska i nieskonczona. Dlatego przyspieszenie
ziemskie przy powierzchni jest state a dopiero gdy ujaw-
nia si¢ kulisto$¢ Ziemi pole jest opisane wzorami (2).
Jednym z ciekawszych zastosowan wzoru na pole
nieskonczonej plaszczyzny jest proba obliczenia
wiasnosci orbity Stonca w Galaktyce. Mleczna Droga jest
ptaska (grubos¢ do srednicy sa zblizone stosunkow jakie
reprezentuje ptyta CD). Dlatego w funkcji wysokosci nad
plaszczyzng Galaktyki pole grawitacyjne jest z grubsza
state. Znajac mase galaktyki mozna policzy¢ ,,Srednia ge¢-
sto$¢ powierzchniowg™” i traktujac ruch w wysokoéci jak
rzut uko$ny 1 znajac wektor predkosci Stonca (sktadowe
pionowa i pozioma) mozna wyliczy¢ okres migdzy kolej-
nymi przej$ciami Stonca przez ptaszczyzne Galaktyki.
Podsumowujac - przy niewielkiej ,,inwestycji intelek-
tualnej” udato si¢ przedstawié stosunkowo duzy i intere-
sujacy obszar fizyki. Rozwijajac te rozwazanie nietrudno
wyjasni¢ jak mozna by ujawni¢ ,,dodatkowe sity” przyro-
dy (np. tzw. piata sitg), jak przedstawi¢ sity o skonczonym
zasiggu (np. oddziatywanie silne) czy uzasadni¢, dlaczego
Wszechswiat jako cato§¢ ma zerowy tadunek elektryczny.
Mozliwosci sg olbrzymie i raczej jest problem z powstrzy-
maniem sie z nadmiernym rozwijaniem tej tematyki®.

Jerzy Kuczyfiski
Akademia Slaska

'w. Dremljug w ,,Oceanografia nautyczna” podaje, ze na Potnocnym Atlantyku, gdy predkosé wiatru jest dwukrotnie mniejsza od predkoscei fal, martwe fale
stanowig okoto 95 % wszystkich fal. Za martwa uwazamy falg, ktora powstala w wyniku innego wiatru od obecnie wiejacego (odlegtego lub po prostu tego, ktory
si¢ juz skonczyt). Mozna doda¢, ze martwiak to jedno z najbardziej nieprzyjemnych zjawisk na morzu.

7 Trzeba by wyliczy¢ ,,gestos¢ powierzchniowa” galaktyki w poblizu Stonca. W ogole zadanie nie jest proste i realne rachunki wymagaja troche umiejetnosci,
ale jest b. cickawe. M.in. jego rozwigzanie miatoby tlumaczy¢ okresowe zjawiska na Ziemi gdy Stofice przechodzi przez ptaszczyzng Galaktyki, Ziemia moze

podlega¢ np. zlodowaceniom.

Bardzo interesujacym z praktycznego punktu widzenia jest omowienie rozchodzenia si¢ $wiatta we Wszech$wiecie w tym mierzenie odlegtosci i jasno$ci obiektow.
De facto od tego nalezatoby rozpocza¢ zapoznawanie uczniow z prawem Gaussa. Tez cheiatem od tego zaczaé, ale ... temat jest na tyle obszerny, ze rozsadzitby ramy tekstu.

6/2025

39



