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Drodzy Czytelnicy!

Kiedy przygotowywaliSmy to wydanie specjalne
statek kosmiczny Artemis Il z czwérkg kosmonautow
okrazyt niewidoczng z Ziemi strone Ksiezyca. Byta
to druga podroz cztowieka w okolice Ksiezyca,
jednoczesSnie najdalsza odleglosé jakg cztowiek
pokonat w Kosmosie - wyniosta ona 406 778
kilometréw. lle jeszcze cztowiek ma do pokonania
w Kosmosie najlepiej ilustruje fakt, ze najblizsza
gwiazda wzgledem Ziemi to Stonce, ktore jest odlegle
od niej o okoto 150 miIn km, druga z kolei to
Centauri odlegla o 4,3 lat Swietlnych znajdujgca sie
w gwiazdozbiorze Centaura.

My tymczasem zapraszamy do lektury kolejnego
wydania, a w nim na teoretyczne analizy i praktyczne
éwiczenia z ruchu planet, okreslania ich orbit,
obliczania predkosci kosmicznych niezbednych
do oderwania sie od Ziemi i poruszania sie we
Wszechswiecie.

W rozdziatach "Astronomiczna rachuba czasu"
autor przedstawia najwazniejsze informacje i pojecia
Zwigzane z astronomiczng rachubg czasu. Tam
tez znajdziecie praktyczne informacje, gdyz autor
podaje program, dzieki ktoremu wylicza terminy
Swiat Wielkanocnych do 2050 roku!

W koncowych rozdziatach dowiecie sie jak zbiera
sie informacje o gwiazdach i jak one ewoluujg, a jest
ich podobno ponad 20 min.

Jozef Szewczyk, wydawca

O AUTORZE

dr hab. Marcin Wesolowski,

prof. UR, Uniwersytet Rzeszowski, Wydzial
Nauk Scistych, Instytut Nauk Fizycznych,
Centrum Innowacji i Transferu Wiedzy
Techniczno-Przyrodniczej Uniwersytetu

(oo

Rzeszowskiego.

Zainteresowania naukowe autora koncentrujg si¢ na
astrofizyce matych cial Ukladu Stonecznego, ze szcze-
gélnym uwzglednieniem komet. Gtéwny nurt badan
obejmuje ilosciowa analize proceséw termodynamicz-
nych odpowiedzialnych za emisj¢ materii kometarnej
zachodzacg zardwno w warunkach quasi-stacjonarnej
sublimaciji, jak i podczas wybuchéw. Ponadto zakres
prowadzonych prac obejmuje pomiary fotometrycz-
ne i spektroskopowe wyselekcjonowanych analogéw
pylowych, stanowigcych modele laboratoryjne sktad-
nikéw rzeczywistego pytu kometarnego, wraz z ich
charakterystyka optyczna i fizykochemiczna.
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Wybrane zagadnienia z mechaniki nieba.

czesc | - Marcin Wesotowski

Oddziatywanie grawitacyjne w klasycznej fizyce zaliczane
jest do jednego z czterech fundamentalnych oddziatywan
W przyrodzie.

Wybrane zagadnienia z mechaniki nieba.
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Jednym z fundamentalnych probleméw astronomii
jest astronomiczna rachuba czasu.
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- Marcin WesotowskKi
Wybrane zagadnienia astrofizyki

gwiazdowej. Cz. I. - Marcin WesotowskKi
Podstawowym Zrédtem informacji o gwiazdach jest ich
widmo, ktére charakteryzuje sie rozktadem natezenia
poszczegdlnych linii widmowych.

Wybrane zagadnienia astrofizyki
gwiazdowej. Cz. Il. - Marcin WesotowskKi
Fizyczna ewolucja gwiazd.

- Marcin Wesotowski

Okiem nieuzbrojonym mozemy zaobserwowac okoto
6000 gwiazd na obu pétkulach ziemskich ze znanych
okoto 20 milionéw gwiazd.
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Wybrane zagadnienia
z mechaniki nieba®czes¢ 1

e

Marcin Wesotowski

Oddziatywanie grawitacyjne w klasycznej fizyce zalicza-
ne jest do jednego z czterech fundamentalnych oddzia-
tywan w przyrodzie. Ruch ciat w Uktadzie Stonecznym
zwigzany jest z polem grawitacyjnym, ktére w gtownej
mierze pochodzi od Stofica i planet. Wptyw pozostatych ciat
wchodzgcych w sktad Uktadu Stonecznego (komet, plane-
toid i materii miedzyplanetarnej) w pierwszym przyblizeniu
ze wzgledu na ich matg mase w bezposSrednim poréwnaniu
do Stonca i planet mozemy poming¢.

Dla uproszczenia naszych rozwazan zatézmy, ze planety
i ich ksiezyce swoimi ksztattami przypominaja idealna kule.
W rzeczywistosci odchylenia powierzchni tych ciat niebieskich
od powierzchni kuli sg na tyle mate w poréwnaniu z odlegto-
Sciami pomiedzy poszczegdlnymi planetami, ze wiekszosé
rozwazanych zagadnien w mechanice naszego ukiadu pla-
netarnego mozemy traktowaé jako opis pola grawitacyjnego
pochodzacego od uktadu punktéw materialnych. W tym
miejscu przypominamy z klasycznej fizyki, ze poprzez punkt
materialny rozumiemy ciato fizyczne, ktére jest obdarzone
masg a jego rozmiary sg mate, skupione w punkcie, wzgledem
ktorego okreSlamy ruch danego ciata.

Zagadnienie dwoch punktow materialnych

Zagadnieniem dwéch ciat nazywa sie ogolnie pro-
blemem znalezienia ruchéw dwédch punktéw material-
nych oddziatywujgcych na siebie sitg centralng. W czasie
ruchu w polu sit centralnych, spetniajgcych zasade akcji
i reakcji, zachowuje sie catkowity moment pedu uktadu.
W rozwazanym tu wypadku dwoéch punktow materialnych

wnioskujemy, ze punkty poruszaja sie w plaszczyinie
wyznaczonej przez prosta poprowadzong przez ich poto-
zenia chwilowe oraz przez wektor predkosSci wzglednej.
Niezaleznie od tego ruchu wzglednego, ktéry jest ruchem
ptaskim, caly uklad moze sie przemieszczaé dowolnie
w przestrzeni ze statg predkoscia.

Rozwazmy dwa punkty materialne jeden o masie M
a drugi o znacznie mniejszej masie m, ktoére spetniajg
nastepujgcg zaleznos¢ m << M.

Korzystajac z prawa grawitacji lub Scislej méwigc z prawa
powszechnego cigzenia mozemy przedstawi¢ matematycz-
ne podejscie do opisu ruchu planety wokét Stonca. Prawo
to mozemy wyrazié jako:
_GMm

g 2 7
r

F

(1)

gdzie F P jest sitg grawitacji, G jest statg grawitacji, M jest
masg wiekszego ciata np. Stoinca, m jest masg mniejszego
ciata np. planety, a r jest odlegtoScia pomiedzy tymi ciatami.

“A

m(x, vy, z)

M

Y

X

Rys. 1. Graficzne przedstawienie uktadu dwdch ciaf, przy czym masa wiekszego ciata
Zzostata umieszczona w poczatku kartezjariskiego ukifadu wspdtrzednych.
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Zat6zmy dla wygody naszych obliczen, ze Stofce i planete
mozemy potraktowaé jako punkty materialne. Dodatkowo
wptyw oddziatywania grawitacyjnego pochodzgcego od
innych ciat niebieskich pomijamy.

W oparciu o prawo grawitacji dane réwnaniem (1)
wartos¢ sity oddziatywania jaka Stonce wywiera na pla-
nete w postaci wektorowej mozemy zapisaé jako:

GMm

r3

Zauwazmy, ze wartosé tej sity jest ujemna, gdyz jest prze-
ciwnie skierowana niz wektor promienia wodzacego r (Rys.1).
W oparciu o Il zasade dynamiki mozemy zapisac:

Fg =— r. (2)

GMm
s T (3)

mr =
T

Dzieki wprowadzeniu kartezjanskiego uktadu wspoéirzed-
nych wektor wodzacy r mozemy roztozy¢ na sktadowe tego
wektora: r = [x, v, z], oraz przyspieszenie jako drugie jego
pochodne wzgledem czasu:a=[x,y,z]. Korzystajgc bez-

posrednio z rownania (3) tzn. rozktadajac lewa jego strone
na poszczegblne sktadowe przyspieszenia otrzymujemy
nastepujgcy ukfad rownan (4):

: GMm
mx=-———X
r
- GMm
my = ———
‘ (4)
- GMm
mz=-———;
r

. GM . .
Niech U =— m oznacza potencjat efektywny, ktory

r
otrzymujemy catkujgc réwnanie (1) po dr, a sita
. oUu 0U ou
F=—gmdU, czyli F=—| — ,— — | .
0x 0Oy 0z

Zauwazmy, ze w powyzszych zaleznosciach wykorzy-
staliSmy pojecie gradientu (grad), ktéry w uktadzie wspot-
rzednych jest wektorem, a jego sktadowe to pochodne
czgstkowe danej funkgcji.

Rozwazmy nastepujacy przyktad, niech:

FX _ _Gl}/SIm X

Obliczmy teraz nastepujgcy czynnik:

sl onn) gy, (1, "
dx\ r

.
gdzie r=+/x° + V' + 2 , wowczas otrzymujemy, ze:

d(1l x

Pomnézmy teraz obustronnie uktad rownan (4) przez

pierwszg pochodna (kazde réwnanie Scisle wedtug swoje-
go kierunku), wowczas mozemy zapisac:

“c U
mXX=——2X
X
myy=-—yY. (8)
oy
mzzzZ =——2
V4

W ten sposob uzyskaliSmy uktad trzech réwnan rézniczko-
wych drugiego rzedu, w ktorych zmienng niezalezna jest czas.

Dodajmy stronami ostatni uktad réwnan i wtedy otrzy-
mujemy:

S A N CAC AL AL BREY
y ox 6yy oz |

Poniewaz zmienng niezalezng byt czas, dlatego powyz-
sze réwnanie obustronnie catkujemy wzgledem czasu:

[me ety y+ 2 2) dt=

Y SR R LS R e (10)

Korzystajgc z nastepujacej zaleznosci, ze:
. . 1 .
J.x-xdt25~x2 +C (11)
Wynik catkowania rownania (10) mozemy zapisaé jako:

1 o T2, 2 du
tmowtayiezty=— [P 12
2 X +y“+2z7) Idt (12)

Ostatecznie rozwigzanie to przyjmuje postac:
l . . .
E~m~(X2+y2+z2):—U +C . (13)

Zauwazmy, ze w réwnaniu (13) po jego lewej stronie
w nawiasie mamy sume kwadratéw predkosci odpowied-
nio w kazdym kierunku, wiec réwnanie to mozemy upro-
Sci¢ do nastepujgcej postaci:

%-m~v2+U=C, (14)

gdzie: C oznacza statg catkowania. Réwnanie (14) okre-
Slane jest jako catka energii i jednoczesSnie definiuje
prawo energii: w uktadzie izolowanym catkowita energia
mechaniczna (suma energii potencjalnej i kinetycznej) jest
zachowana (stata). Ponadto catka energii (prawo energii)
pozwala obliczy¢ w dowolnym momencie predkosSé v ciata,
ktére porusza sie po orbicie w polu grawitacyjnym ciata
centralnego np. Stonca.

Moment pedu

W mechanice klasycznej moment pedu K ciata okresla-
my jako iloczyn wektorowy pedu p i wektora wodzacego r.
Na podstawie tej definicji moment pedu mozemy zapisaé
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jako:
K =rxp (15)
Pomo6zmy teraz obustronnie réwnanie (15) przez czyn-

Lo d ) . .
nik E: woOwczas otrzymujemy, ze:

d
C(liTK = d—: XM-V+rXx ng = V><m-V+I'><Fg: m-w-i— erg.
0 (16)

Zauwazmy, ze w réwnaniu (16) wykorzystaliSmy defini-
cje predkoSci i pedu ciata oraz uogblniong posta¢ drugiej
zasady dynamiki Newtona. Ponadto z wtasnosci iloczynu
wektorowego, a doktadniej tabliczki mnozenia wektorowego
wynika, ze iloczyn wektorowy dwéch tych samych wektorow
rowny jest tzw. wektorowi zerowemu. Dlatego tez réwnanie
(16) mozemy przepisa¢ do nastepujacej postaci:

de =0+rxF

dt & (a7)

Pamietajmy, ze wektor zerowy O w przestrzeni linio-
wej petni role elementu neutralnego dodawania wekto-
réw. W oparciu o powyzsze zatozenia oraz zmodfikowa-
na posta¢ réwnania (5) mamy:

(jiTK = 0+rxF,= rx(_GlZ}[m r)= (— Gl;fm) rxr.

(18)

Nastepnie zastosujmy tg sama regute wynikajgcg z wia-
snosci iloczynu wektorowego jak w przypadku powyzej.
Woéwczas otrzymamy, ze:

dK

at =0. (19)
Poniewaz moment pedu K jest wektorem statym a moment
pedu jako iloczyn wektorowy jest prostopadty do kazdego
ze swoich dwédch sktadnikéw (K Lr oraz K Lv) to na pod-
stawie zasady zachowania momentu pedu ruch tego ciata
jest ptaski tzn. otrzymujemy przypadek dwuwymiarowy
Xiy.

Traktujgc ruch rakiety jako przypadek dwuwymiarowy
mozemy wektor predkoSci roztozyé na dwie sktadowe
radialng i transwersalng predkosci w ukfadzie bieguno-
wym. Wowczas moment pedu jest réwny:

K=rxmxV=m-rxV=m-rx[Vr+ Vo] (20)

W tym miejscu przypomnijmy, ze predko$é radialna
okresla predkos¢ zmiany diugosci promienia wodzacego r.

Rys. 2. Rozktad predko$ci rakiety
(niebieska) na skfadowg radial-
ng (zielona) i transwersalng
y (czerwona) w ukfadzie bieguno-
0O/ wym wzgledem obserwatora O.
Ponadto zauwazmy, ze skfadowa
radialna jest prostopadta do skfa-
dowej transwersalnej.

Predkosc radialng V. mozemy wyrazic jako:
v,=9 (21)
dt
gdzie i jest wersorem o kierunku radialnym. Natomiast
sktadowa transwersalna predkosci okresla predkos¢ zmia-
ny potozenia w kierunku prostopadtym do promienia
wodzgcego r. PredkoS¢ transwersalng V, mozemy zdefi-

niowac jako:

v, =92 i,=roi,,

v dt (22)

gdzie iy jest wersorem o kierunku prostopadtym do radial-
nego. W astronomii sktadowa predkosci transwersalnej
okreslana jest jako predkos¢ tangencjalna (styczna).
Predkosé tangencjalna to skladowa predkosci ciata nie-
bieskiego inaczej mowigc jest to predkosé prostopadia do
odcinka tgczacego dane ciato niebieskie (obserwowany
obiekt) z obserwatorem. PredkoSé tg wyznaczamy znajgc
ruch wtasny (zmiana szybkosci pozycji gwiazdy na niebie
w funkcji czasu) badanego obiektu i jego odlegtos¢é od
obserwatora.

W oparciu o réwnania (21-22) rownanie (20) mozemy
zapisac jako:

K:m'l;.x(,)_\;/f+ mrxVy=mrxVy. (23)

Wykorzystajmy teraz definicje predkosci transwersalnej,
ktéra zdefiniowana jest réwnaniem (22), wéwczas otrzy-
mujemy, ze:

2. 39

K=m-rro=m ¥ -¢=m 1 24
@ ¢ I (24)

Przeksztatémy teraz réwnanie (24) tak, abySmy mogli

Lo . . do
policzyC wyrazenie —,
dt

dp - X
= (25)

Wprowadzmy teraz kartezjanski uktad wspoétrzed-
nych X, y jak na rysunku 3. Pole powierzchni ds mozemy
obliczy¢ korzystajac z zaleznosci:

ds:%- #-g dt. (26)

Podzielmy teraz obustronnie réwnanie (26) przez dt

Rys. 3. Rysunek pomocni-
czy do wyznaczenia zalez-
nosci wynikajgcej z Il prawa
Keplera.

A

» X
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woéwczas mozemy zapisac, ze:

dt 2

ds 1 2. . ' (27)

Do réwnania (27) podstawmy zaleznos¢ (25) co daje:

ds ¥ K
== (28)
dt 2 nm ~r2
Po uproszczeniu otrzymujemy, ze
K
L X (29)
dt 2m

Poniewaz wykazaliSmy wczesniej, ze moment pedu K
jest wielkoScig stalg, wiec zaleznosé (29) tez jest wielko-
Scig stalg, co mozemy zapisac jako:

d—szizoonst. (30)
dt 2m
Dodatkowo zalezno§é dana réwnaniem (30) okresSla

Il prawo Keplera - Predkosé¢ polowa planety w ruchu

wokot Stonca jest stata dla danej planety. Zauwazmy, ze |

prawo Keplera jest bezposSrednig konsekwencjg zasady

. . Lod
zachowania pedu. Natomiast czynnik f oznacza pred-
t

kos¢ polowg danej planety.

Ksztatt orbity

Dla uproszczenia naszych dalszych rozwazan pozo-
stajemy nadal w uktadzie wspétrzednych biegunowych.
W uktadzie tym wartoSé kwadratu predkosci catkowitej
dana jest jako:

V2=Vi+ V7, (31)

gdzie tak jak poprzednio V, jest sktadowg radialng
predkosci a Vq) jest sktadowa transwersalng predkosSci.
Wykorzystujac definicje tych dwoch sktadowych (rownania
21-22) mozemy zapisac:

2 2
\'%& :(%j +r2~(¢j .

Zauwazmy, ze w rownaniu (32) w drugim cztonie po jego
prawej stronie wystepuje czynnik ¢ . WartoS¢ tego para-
metru (predkosci katowej ciata) mozemy wyrazi¢ poprzez
moment pedu K zgodnie z réwnaniem (25). Wowczas
otrzymujemy, ze:

2 2 2 2
RIS NTNESS
dt m-r dt m-r

Nastepnie wykorzystajmy catke energii (prawo energii)
dane rownaniem (14), co mozemy zapisa¢ jako:

(32)

(33)

2 2
lrn~ (Ej +(£j +U=E. (34)
2 dt m-r
L S M
Wykorzystujgc wczesSniejsze zatozenie, ze U=—G m
réwnanie (34) przyjmuje nastepujgcg postac: r
2 2
L (Ej +(£) +(—GMmj:E. (35)
2 dt m-r r

Niech 8 =GMm wowczas rownanie (35) mozemy upros-
ci¢ do nastepujgcej postaci:

S GRE

y P . L2
Pomndzmy teraz rownanie (36) przez czynnik —, a wyra-
m

(36)

p

Zenie = przenieSmy na drugg strone wéwczas mamy:
r

(&G 2l

Z réwnania (36) obliczmy teraz sktadowa radialng pred-

(36)

L . . d P
koSci, czyli czynnlkd—i, ktéry po prostych przeksztatce-
niach jest rowny:
2
&2 (e BET.
dt m r m-r
Zauwazmy teraz, ze stuszna jest nastepujaca relacja:
dr_dr dp¢p dr - dr K

(37)

=— > (38)
dt de dt de dp m-r
Wowczas rownanie (37) przyjmuje postaé:
2
dr K\/E[EENLJ 39)
dp m-r m r m-r

Obliczmy nastepnie z réwnania (37) czynniki d¢, ktory
jest rowny:
K

In'l'2

=.

BRI
m T m-r
Zauwazmy, ze mozemy jeszcze uprosci¢ prawg strone

réwnania (40) poprzez wyciggniecie z licznika jak i miano-

dr

do=

1
wania czynnika —, co daje:
m
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*72(:11'
do = m r
1 (2-Em* 2-B-m’ _E
m’ m r'm r’
i~E2dr
m r

1 [2-Em’ +2~[3~m2 K
m m r-m r?

—-dr
r2
do = -
[pemitn K]
T r
K
—dr

W réwnaniu (42) w liczniku po prawej stronie obliczmy
nastepujgcg catke:
K

J'%dr:——, (43)
T T

co daje nam:

Takie podejscie pozwala nam rozwigzaé zaleznosé (44)
za pomocg wzoru wynikajacego z rachunku catkowego w
nastepujgcej postaci:

_jJ_____amcm[Xj

W oparciu o rownanie (45) zalezno$é (44) dana jest jako:
d(K mKBj
[do=] — -
J{z.mm[m-s) }_(K_m-s)
K r K

gdzie state a2 i b? wystepujace w zaleznosci (45) wynoszg

2 2
odpowiednio: azz{z-m-E{m?Bj },b%(g_m_'ﬁj )

(45)

(46)

r K
W wyniku obliczei mozemy zapisaé, ze:

K mf
r K

(p=arccos . (47)

2.m E+ (mB)z
K

Pomno6zmy teraz obustronnie réwnanie (47) przez funk-
cje cosinus i jednoczeSnie pamietajmy, ze
cos (arccos (x))=x, wéwczas mamy:

K mf
r K . (48)

2.m-E+ (sz
K

Nastepnie, aby uproscié réwnanie (48) pomdzmy go

obustronnie przez ’2 -m- E+ woéwczas mozemy

zapisagé, ze:

K mB / -COS Q. (49)

m-f

Dodajmy obustronnie czynnik ?do réwnania (49),

cosp=

woéwczas otrzymamy:

K o [3 ’2 m- E+ -COS Q. (50)

Przeksztatémy teraz rownanie (50) w taki sposob, aby
mozna byto obliczy¢ r, co mozemy zapisac jako:

r= K . (51)

2
mB 2mE+( Bj -COS
K K
Nastepnie w mianowniku réwnania (51) wytgczmy przed

m-f

nawias czynnik ? woéwczas otrzymujemy, ze:

Po uproszczeniu otrzymujemy, ze:
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Rys. 4. Przykiadowa orbita eliptyczna dla komety okresowej. Przyjeto tu nastepujgce
oznaczenia: q — peryhelium, Q — aphelium, K — kometa, F, F’— ogniska.

r= m-p . (53)

Wprowadzmy teraz nastepujace oznaczenia, niech
2

parametr elipsy bedzie réwny p= =a-(1-¢°), a

E-K’

mimosrod orbity eliptyczneje= [7+1j , wowczas
m.

réwnanie (53) mozemy zapisa¢ w prostej postaci jako:
p a-(1-¢)

r= = . (54)
I+e-cosgp l+e-cose

Zauwazmy, ze rownanie (54) jest to réwnanie bieguno-
we orbity eliptycznej. W przypadku ruchu ciata po orbicie
eliptycznej mozemy wyr6zni¢ dwa charakterystyczne punk-
ty takie jak: peryhelium, czyli punkt, w ktérym ciato niebie-
skie (planeta, kometa) znajduje sie najblizej Stonca oraz
aphelium, czyli punkt najwiekszego oddalenia (planety,
komety) od Stonca. W trakcie ruchu ciata niebieskiego po
orbicie eliptycznej kat ¢ bedzie zmieniat sie w zakresie od
0° (dla peryhelium) do 180° (dla aphelium). Wowczas na
podstawie rownania (54) mamy:

® dla peryhelium
_ a-(1-¢%) _a-(l-e)(l+e)

= = a-(1-e)=q,
l1+e-cos0 1+e ( )=4
@ dla aphelium
— 2 . —
_a-(l-e) a-(l e)(l+e):a~(l+e):Q.

~ l+e-cosO 1-e

Na rysunku 4 zostata przedstawiona przyktadowa orbita
eliptyczna dla komety wraz z zaznaczonymi podstawowymi
parametrami orbitalnymi.

Jednoczesnie rownanie (54) stanowi uogblnienie | prawa
Keplera, bowiem w zagadnieniu dwéch ciat, ktére przycia-
gaja sie sitg wynikajgca z prawa powszechnego cigzenia,
orbita wzgledna kazdego z tych ciat jest tzw. przecie-
ciem stozkowym, czyli jest elipsg, kotem, parabolg lub
hiperbolg. Oznacza to, ze orbita ciata niebieskiego jest
w ogblnym przypadku krzywa stozkowa, a rownanie (54)
jest takze okreslane jako rownanie stozkowe.

Woéwczas mozemy sformutowaé | prawo Keplera, ktore
brzmi:

Planety w Uktadzie Stonecznym poruszaja sie po elip-
sach, a w jednym z ognisk znajduje sie Stonce.

Obliczmy jeszcze energie catkowitg E korzystajgc z zalez-
nosci na kwadrat mimosrodu e, co mozemy zapisac jako:

2
[2 EX +1j.
m-f

Wystepujacy w réwnaniu moment pedu K mozemy obli-
czy¢ korzystajac z zaleznoSci definiujgcej parametr elipsy:

(59)

2
p= K =a-(1-¢%). (56)
m-f
Wéwczas mozemy zapisac, ze:
K*=m-B-a-(1-¢). (57)

Podstawmy teraz rownanie (57) do zaleznosci (55) co
mozemy wyrazic jako:

:2~E _m~[3«a-(1—e2)

e -1 (58)
m-f 1
Po uproszczeniu mamy:
E:—i, (59)
2-a

pamietajac, ze B=GMm réwnanie (59) mozemy wyrazi¢
jako:

3 GMm

E= .
2-a

(60)

Ksztalt krzywej stozkowej po ktérej porusza sie ciato
niebieskie zalezy od energii E i mimosrodu e. Wéwczas
mozemy wyrézni¢ nastepujgce relacje:

® jezeli mimosrod e spetnia nastepujacg nieréwnoseé:
0 <e < 1iE<O0to orbita jest elipsg,

® jezeli mimosrod e = 11 E = 0 to orbita jest parabola,

® jezeli mimosrod e > 11 E > 0 to orbita jest hiperbolg,

® jezeli mimosréd e = O to orbita jest kotem.
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Na podstawie pierwszego prawa Keplera wiadomo, ze
torem ruchu planety jest krzywa zwana elipsg, przy czym
Stonce znajduje sie w jednym z ognisk elipsy. Z punktu
widzenia opisu matematycznego elipsa jest miejscem geo-
metrycznym punktoéw, ktérych suma odlegtosci od dwoch
pozostatych ognisk elipsy jest stata.

Drugie spostrzezenie Keplera polegato na stwierdzeniu,
ze planety nie obiegaja Stonca z jednakowg szybkoscia, ale
poruszajg sie raz wolniej a raz szybciej: szybciej, kiedy sg
blizej Stonca, a wolniej, gdy sa dalej.

Przypuscmy, ze obserwujemy potozenie planet w dowol-
nych dwoéch chwilach, np. w odstepie tygodniowym i ze
promien wodzacy planety w tym czasie zakreSla pewien
fragment tuku orbity, ktéry planeta pokonata w tym czasie.
Wowczas oba promienie wychodzace ograniczajg pewien
ptaski obszar. JesSli po pewnym czasie znéw dokonamy
obserwacji w takim samym odstepie czasu, ale wowczas,
gdy planeta znajdzie sie w innej, dalszej od Stonca czesci
orbity okaze sie zndw, ze pole obszaru ograniczonego pro-
mieniami wodzgcymi i fukiem orbity jest takie samo jak
poprzednio.

Okres obiegu planety wokét Stonca mozemy zapisac
jako:

T=2,
B

gdzie S jest powierzchnig elipsy rownaS=m-a-b, a & jest
predkoScig polowg, ktérg mozemy zdefiniowac jako:

(61)

1 K

d==—-|rxVi}j=——m1. (62)
2 2m

Z wtasciwosci elipsy wiadomo, ze:

b=avl-¢& ,p=a (1—¢&°). Podnoszac obustronnie do
kwadratu réwnanie (61) na okres obiegu planety wokéot
Stonca i podstawiajac odpowiednie wartoSci otrzymujemy:
. _ S _matb’ nat(1-¢%)

_5 2 Kz - Kz

2

(63)

2

4m 4m

Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy zapisac,
ze:

K> =mBp, Pp=GMm, p=a(l-e’). (64)

aphelium

peryhelium

_-—'_'_'-.-.-

Rys. 5. Rysunek pomocniczy do wykazania stuszno$ci lll prawa Keplera.

Korzystajgc z rownan (63) i (64) mozemy zapisac:

_nteat(1-¢’)  nteat(1-¢?)
K’ GMm®a-(1-¢*)
4m’ 4m’

Po redukcji otrzymamy, ze:

T> (65)

T2 = 4.7’ .3
GM
lub
T2 4.7°
— = G M =const.
a .

W ten sposdb zostata wykazana stusznos$é lll prawa
Keplera dla orbity eliptycznej. Zauwazmy, ze powyzsze
zagadnienie na potrzeby rachunkéw wykonanych w szkole
mozna nieco uproscié, przyjmujac za zatozenie, ze ciato nie-
bieskie (planeta, kometa) porusza sie po okregu. Wéwczas
w celu wykazania stusznosci Ill prawa Keplera wystarczy
rozpatrzenie relacji tozsamoSciowo rownej pomiedzy sitg
grawitacji i sitg doSrodkowa, ktéra utrzymuje ciato na linii
toru (na linii okregu).

IIl prawo Keplera brzmi:

Stosunek kwadratow okresu obiegu planet wokot

Stonca do szescianu jej duzej potosi jest wielkoscia
2

stata, ktora jest rowna
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12

W pierwszej czesci rozwazan zwiazanych z mechanika nieba zostato przedstawione miedzy innymi zagadnienie dwoch
punktéw materialnych oraz na tej podstawie przedstawiono wyprowadzenie trzech prawa Keplera. Kontynuujac dalsze
rozwazania w drugiej czeSci rozpoczynamy réwniez od praw Keplera ale w nieco innym podejsciu.

Marcin Wesotowski

Rozpatrujemy wzajemne oddziatywanie planety o masie
m i Stonca o masie M. Poniewaz m << M, wiec Stonce
praktycznie nie ,odczuwa” oddziatywania grawitacyjnego
planety. Dlatego tez, jesli z jego Srodkiem zwigzemy uktad
wspotrzednych, to mozemy uwazaé go za inercjalny. Jesli w
tym ukfadzie r oznacza promien wodzacy planety, to rowna-
nie jej ruchu przyjmie postac:
GMm

r3

r (1)

mr =

Catkowanie réwnania ruchu (1) mozna znalezé w kaz-
dym podreczniku mechaniki teoretycznej. Przedstawiona
w tym artykule metoda bedzie nieco inna niz klasyczne
rozwigzanie tego zagadnienia. Schemat ten nie wymaga
catkowania réwnania ruchu, lecz wykorzystamy nastepuja-
ce dwie tozsamosci, ktore zostaly wyrazone poprzez dwa
réwnania (2-3):

ax(bxc)=b-(a-¢c)—c(a-b) (2)
(axb)-c=a-(bxc) (3)

Zauwazmy, ze dowody powyzszych dwéch twierdzen
zaliczane sa do klasycznej teorii wektoréw i tensoréw, ktore
mozna znaleZé np. w podreczniku Karaskiewicza ,Zarys
teorii wektoréw i tensoréow” PWN, Warszawa, 1976. Zresztg
réownosci te tatwo dowiesé, jesli pamietamy o tym, ze:

i j k
axb=|a  a a,
b, b, b,
=i(a,b,—a,b )+j(a,b,—ab,)+k(ab,~ab, ),
oraz: (4a)
acb=ab +ab +ab,. (4b)

Potrzebna nam bedzie jeszcze jedna tozsamosé, ktorg
mozemy wyrazi¢ jako:

rr=rr. (4c)

Zauwazmy ze tozsamos¢ (4c¢) jest oczywista, jesli r ozna-

cza skiadowafw kierunku wektora r. Pomnézmy teraz

obustronnie réwnanie (1) przez nastepujgcg zalezno$é

r= % i wykorzystajmy nastepujaca relacje, ze:

i[lj:_%ﬂz_%ﬁz_%ﬂ_ (4d)
dt\r r- dt r’ dt r’dt
Wowczas rownanie (1) mozemy zapisaé jako:
2
mET 4 GMm. %-E =0 (5)
dt dt r’ o dt
Co dalej daje nam:
2
dfmdry 4 ovm( L]0 (6)
dt\ 2 dt dt r
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Teraz tatwo juz zauwazyé, ze z réwnania (6) wynika:
m (dr)z ~ GMm
2\ dt
W ten sposéb otrzymaliSmy prawo zachowania catkowitej
energii mechanicznej uktadu.
tatwo roéwniez dowiesé, ze moment pedu K planety
réwniez nie zmienia sie w czasie. W tym celu na podstawie
rozwazan przedstawionych w pierwszej czesSci artykutu
mozemy zapisac, ze:

=const=E (7)
r

K=m~rx£. (8)
dt

Skoro mamy dowie$é, ze moment pedu K planety row-

niez nie zmienia sie w czasie to musimy wykaza¢ stuszno$¢
L . .. dK . . .
nastepujacej zaleznosci K =0. Zauwazmy, ze po prawej

stronie tej zaleznosci wystepuje tzw. wektor zerowy. W tym
miejscu nalezy pamietaé, ze wektor zerowy 0 w przestrzeni
liniowej petni role elementu neutralnego dodawania wekto-
réw. Wowczas mamy:

dK dr dr d’r [ GMm )

—— =m—X—+mrx =0+mrx| — r|=0

dt dt dt dt’ r

Zatem K = const, a co wynika z réwnania (8) wektor K
jest prostopadty do ptaszczyzny ruchu, co oznacza ze mamy
do czynienia z ruchem ptaskim.

Nastepnie sprawdzmy czy wektor C, ktory zostat zdefi-

. p . . . dC
niowany rownaniem (9) jest staty, co oznacza, ze E =0.

c-4" K -GMmE. 9)
dt r

W tym celu przeprowadZmy nastepujace rozwazania:

2
dC:dr +drxd—K—GMmd(£)

_ X _ J—
dt  dt? dt dt dtlr

2
:md ;x(rXEJ—GMmi(£]
dt dt dt\r
= —GNSImrx (rx f)—GMmi(Ej
r dt\r
:—GN;Im{r(r-f}—f(r-r)}+{—GMmi[£ﬂ
r’ dt\r

:—Gl\glm(r-r-f—f»rz]—GMmi(Ej
r dt\r

_ GMm 4 (E] —GMdeKEJ _o. (9b)

Na podstawie powyzszych rozwazah mozemy zauwazyc,
ze wektory K i C sg state, tzn. majg staty kierunek oraz war-
tos€. Trzy wielkoSci fizyczne E, K i Cjednoznacznie okreSlajg
orbite ciata o masie m.

Wyznaczmy teraz zalezno$é na K2, co mozemy zrobic
w nastepujgcy sposob:

K? =m(r><1"j~K =mr~(fo)=mr~(C+GMm£]
r

=mC-r+GMm’r. (9c)

Zauwazmy, ze w tozsamosci (9c¢) zostat wykorzystany
warunek pochodzacy z rownania (9):

i K=3T xK=C+GMm". (9d)
dt r

Dlatego tez ostatecznie zaleznos¢ (9c¢) dana jest jako:
K*=mCrcosp+GMm’r (10)

Podzielmy teraz obustronnie réwnanie (10) przez
czynnik G M m’ wéwczas otrzymujemy:

K’ C
_Lreosp

5= (10a)
GMm GMm

Nastepnie zauwazmy, ze po prawej stronie réwnania
(10a) mozemy parametr r wyciagna¢ przed nawias, co
daje nam:

2
K _r_[C COS(pH}

= (10b)
GMm GMm

Z rdbwnania (10b) tatwo wykazacé ze r dane jest jako:
KZ
GMm®

C -COS +1.
GMm ¢

Uwzgledniajgc wyniki otrzymane w pierwszej czesci
tatwo zauwazyé¢, ze zaleznos¢ (10c) jest okreSlana jako
réwnanie okreslajace krzywa stozkowa typu:

r= (10c)

p
N 10d
! (I+e-coso) (10d)

gdzie: p jest parametrem elipsy, a e jest jej mimosro-
dem. Ponadto zauwazmy, ze w réwnaniu (10d) skorzy-
staliSmy z prawa przemiennosci dodawania.

Skoro wektory C i K s3 state, wiec mozna obliczyé
ich wartos¢ w dowolnym punkcie orbity. Najtatwiej jest
to zrobi¢ w peryhelium (bo wtedy bez wzgledu na to,
czy orbita jest elipsg, parabola czy hiperbolg) poniewaz
w tym punkcie wektor predkoSci v jest prostopadty do
wektora r (v _L r). Wowczas moment pedu K i catkowita
energia mechaniczna dane sg jako:

K=mrv,
E_mVZ_GMm (11)
2 ro

Schematycznie stwierdzenie to mozemy przedstawié
na rysunku (1):

Nastepnie ponownie wykorzystajmy rownanie (9) oraz
powyzsze zatozenia:
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Rys. 1. Ruch planety Pw peryhelium jej orbity. Pozostate symbole oznaczaja: S— Storice,
v — wektor predkosci linowej, r — odlegto$¢ Storica do planety w peryhelium jej orbity.

c=9" K- GMm =vxK - GMm".
dt r r

(12)

Zauwazmy, ze wektory zaznaczone narys. L:x=vxK iy

r . . . .

=—-GMm-— sg antyrbwnolegte, co oznacza, ze ich kierunki
r

sg identyczne a zwroty sg przeciwne. Wowczas wektor c?
mozemy obliczy¢ jako:

C* = (mrv2 - GMm)2 =m’r’v' = 2GMm*v’r+ (GMm)2

=m’r’v’ (vz — 2GM j + (GMm)2
r
=(GMm)’ +K? 2E
m
(13)
czyli ostatecznie mamy:
2
C= (GMm)2+2K E (14)
m

Zatem wszystkie wystepujgce wielkosci E, K, C mozna
wyznaczyé za pomoca warunkéw poczatkowych - pred-
kosci i potozenia. Dlatego na podstawie tych warunkéw
mozemy wyznaczy¢ orbite planety, jesli:
® ¢ <1 - orbita jest elipsa,
® ¢ =1 - orbita jest parabolg,
® ¢ > 1 - orbita jest hiperbolg.

Zauwazmy, ze o wartosci mimosrodu decyduje wartosé
energii E. Jezeli E < 0, jest to elipsa, gdy E = O - parabola,
gdy E > O - hiperbola, co wynika ze wzoru.

C 2K*E
e= =y l+t -
GMm G"M"'m
Dla wszystkich planet E<O i dlatego poruszajg sie one

po elipsach - w ten sposob zostato udowodniono | prawo
Keplera.

(15)

Rys. 2. Przyktadowa - T 3

orbita keplerowska. . p
Poszczegbine sym- d "'
bole oznaczaja: S / . .
— Storice, P - planeta, P X
O - $rodek elipsy, l O S 0,

00, = a - duza 08
elipsy, 00, = b — mata
o elipsy, 0S =c¢, e
=ca’, 8O,=p,p=
a(1-e?).

Zauwazmy, ze mozemy réwniez mimosrod orbity eliptycz-
nej wyrazi¢ jako iloraz odlegtosci ogniska S od Srodka elip-
sy O przez dtugos¢ duzej osi elipsy:

OS ¢
e=—=—,
a a

(16)

Drugie prawo Keplera wynika bezposrednio z faktu, iz
wektor K= const.

K =[K|=|rxm-v|=m|rxv|=2m'S,, (17)

gdzie S_ jest polem, jakie zakres$la promien wodzacy w jed-
nostce czasu (jak na rys.3). Dlatego tez predkos¢ polowa
jest rowna:

S = ZE = const. (18)

° 2m
Trzecie prawo Keplera mozna udowodnié nastepujaco.
Niech T oznacza okres obiegu planety po orbicie eliptycz-
nej, wowczas:
S  2mS

T=— , 19
S X (19)

o

gdzie S oznacza pole powierzchni elipsy. Podnoszac réwna-
nie (19) do kwadratu i pamietajac o tym, ze pole powierzch-
ni elipsy jest rowne S=m-a-b, gdzie a i b oznacza duza
i mata potos elipsy. Dodatkowo wykorzystamy jeszcze
parametr elipsy, ktory mozemy wyrazi¢ jako:

K2
=a(l-¢’)= ) 20
p=a(l-e’)=—— (20)
Woéwczas mamy:
T2_4mZS2 B 4m’ i’ a’b’ _ 4n*ab?
K’ GMmza(l—ez) GM(I—ez)
An*a’(1-¢’ 2,3
_dwafi=e) ana (21)
GM(1-¢’) GM
gdzie: b=a+/(1-¢”). Ostatecznie mozemy zapisaé, ze:
2 2
T—3= 4z =const. (22)
a GM

Zauwazmy, ze rownanie (22) okreSlane jest jako mate-
matyczna postac lll prawa Keplera. Wykorzystujgc powyz-
sze rozwazania przeprowadZmy dwa elementarne dowody
odpowiednio dla energii E oraz momentu pedu K
Dowad dla energii:

W tym celu wykorzystamy rownanie (15):

2K*E
=\t m s
G'M'm

(23)
PodnieSmy do kwadratu réwnanie (23) wéwczas mamy:
2K’ E
ey Eo s (24)

Zauwazmy, ze w réwnaniu (24) po jego prawej stronie
wystepuje kwadrat momentu pedu K2, ktéry mozemy
wyrazi¢ poprzez parametr elipsy p na podstawie zaleznosci
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Fragment orbity
ciala niebieskiego

Stonce

Rys.3. llustracja stuzgca do wyprowadzenia zaleznosci opisujgcej Il prawo Keplera.

(20), co mozemy zapisac jako:

2Epm’GM
e VR (25)
Po redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy:
2E
¢ —1===P (26)
GMm

gdzie parametr p ponownie na podstawie zaleznosci
(20) jest rowny: p = a(l—ez). Wowczas réwnanie (26) jest
réwne:

2Ea(1-¢?)
ef = (27)
GMm
Na podstawie rownania (27) tatwo mozna pokazac, ze:
po_SMm (28)
2a
Dowéd na ped:
Skorzystajmy w tym miejscu z nastepujacego rownania:
K2
= . 29
P GMm? (29)
Woéwczas kwadrat momentu K2 pedu wynosi:
K* =pGMm”’. (30)

Postepujgc w analogiczny sposéb jak w dowodzie na
energie mozemy zapisaé, ze: pza(l—ez),wéwczas ped
WYynosi:

K= \/pGMm2 :\/a(l—ez)GMm2

:m,la(l—ez)GM.

Na podstawie rownan (28) i (31) mozemy zauwazy¢, ze
wartosé energii zalezy od duzej p6t osi a orbity eliptycznej,
a moment pedu zalezy zaréwno od duzej pdt osi a orbity
eliptycznej jak i od jej mimosrodu e.

(31)

Predkosci kosmiczne

W mechanice nieba predkosci kosmiczne (predkosci
ucieczki) oznaczajg minimalne predkosci, ktére nalezy
nada¢ satelicie, aby dzieki energii kinetycznej mégt on
pokonaé grawitacje pochodzaca od ciata macierzystego.
Wyr6zniamy cztery predkoSci kosmiczne:

Pierwsza predko$¢ kosmiczna V, dla kulistego obiektu
kosmicznego jest to predkosé jaka nalezy nadaé¢ w kierun-
ku poziomym matemu ciatu (np. satelicie) aby krgzyto po

orbicie kotowej tuz nad powierzchnig rozwazanego obiektu
kosmicznego (np. planety (Ziemi)).

Wyprowadzenie rownania na pierwszg predkosci
kosmiczng uwzglednia nastepujgcg zalezno$é, ze sita
grawitacji spetnia role sity doSrodkowej i nadaje satelicie
przyspieszenie dosrodkowe oczywiscie podczas ruchu po
orbicie kotowej. Wéwczas na podstawie Il zasady dynamiki
Newtona mozemy zapisac, ze:

2

R @)
z z
gdzie G jest statg grawitacji (G = 6.67-10 m3kgls?), m
jest masa satelity, M, jest masg Ziemi (M, =5.972:10*
kg), a R, jest promieniem (promieniem rownikowym Ziemi,
R,=6378,137 km). Ponadto zauwazmy, ze satelita porusza
sie tuz nad powierzchnig planety (np. Ziemi) wiec mozemy
przyjaC ze R~ R,.

Po prostych przeksztatceniach réwnania (32) otrzymu-
jemy, ze:

M
Mz 290071~ 7.0K™
R, s S

V:

1

(33)

Druga predko$¢ kosmiczna V, to predkosC jaka nalezy
nadaé¢ satelicie, aby mégt on pokonaé grawitacje ciata
macierzystego i na zawsze opusci¢ to ciato. Oznacz to, ze
satelita bedzie poruszat sie ruchem swobodnym, a jego tor
ruchu bedzie krzywg stozkowg otwartg (parabolg lub hiper-
bola). Wyznaczajgc wartoSé drugiej predkosci kosmicz-
nej poréwnany energie satelity znajdujgcego sie nad
powierzchnia ciata macierzystego z energia w nieskonczo-
noSci. Zauwazmy, ze im wieksza odlegtosé R tym mniejsza
jest energia. Oznacza to, ze jeSli odleglos¢ R dazy do
nieskonczonosSci to energia satelity bedzie dazyé do zera.
Zatem sumaryczna energia (kinetyczna i potencjalna) tez
musi byC bliska zeru lub nawet wynosi¢ zero. Wéwczas
mozemy zapisacé, ze:

mVé_i_ ~GM; m 0.
2 R,

(34)

Woéwczas po prostych przeksztatceniach réwnania (34)
mamy:

2GM M
V, = G z_\n h:ﬁ.vl.
RZ RZ

Po podstawieniu odpowiednich wartosci liczbowych otrzy-
mujemy poszukiwang wartoS¢ drugiej predkosci kosmicz-
nej:

V= 2.7.95m L1 qgkm
S S

(35)

Zauwazmy, ze druga predko$¢ kosmiczna bywa takze
nazywang predkoscig ucieczki. Rownanie na druga pred-
koS¢ kosmiczng (predko$é ucieczki) mozemy réwniez
wyprowadzi¢ poprzez zastosowanie wybranych elementéw
analizy matematycznej.

Zatézmy, ze G to stata grawitacji, M to masa Ziemi lub
innego ciata niebieskiego, a m to masa ciata ktére ucieka.
Woéwczas w odlegtosci R od Srodka ciezkosci na ciato dziata
sita przyciggania grawitacyjnego:
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(36)

Prace jakg nalezy wykonaé, aby ciato przesung¢ o niewiel-
kg odlegtos¢ dR wbrew sile grawitacji dana jest jako:
GMm

AW =F:dR ===~ dR.

(37)
Z réwnania (37) nalezy obliczy¢ catkowita prace ktéra nale-
zy wykonac aby ciato przesung¢ z odlegtosci R do nieskon-

czonosci («), zatem mozemy zapisag, ze:

(38)

Nastepnie wykorzystajmy jedng z podstawowych wtasno-
Sci rachunku catkowego moéwigcg o tym, ze staty czynnik
wystepujgcy w funkcji podcatkowej mozemy wytaczy¢ przed
znak catki, wowczas mamy:

W=GMmjl2~dR. (39)
RUR

Teraz zostata nam juz do obliczenia prosta catka oznaczo-
na w oparciu o wzor wynikajacy z rachunku catkowego:
T 1 T dR 1

” 1 1 1
ROR ROR RRO ._,(2 Ro Ro
0

(40)

Wykorzystujgc rownania (37-40) otrzymujemy, ze:
W = GMm. —— = SMm.

0 RO

(41)

Aby wykonaé prace w nieskonczonosci energia kinetyczna
ciata musi by¢ réwna wykonanej pracy.
mV?  GMm
2 R,

. (42)

Woéwczas predkosé ucieczki wynosi:

Ve 2GM'
RO
Dodatkowo mozemy w tym miejscu wykorzystaé defini-
cje przyspieszenia grawitacyjnego g:

GM

g_R_(z)’

(43)

(44)

Wéwczas prawg strone réwnania (41) mozemy wyrazi¢

jako: W= IMm

0
ucieczki dana jest nastepujaca zaleznoscia:

V= /ZGM = J2¢R,.
RO

=mgR,. W takim przypadku predkosc

(45)

Planeta np. Ziemia

-

VisV<Vy

Rys.4. Ksztaft dwdch przyktadowych trajektorii dla ciata oraz zaleznos$ci pomigdzy
predkosciami kosmicznymi.

Trzecia predkos$é kosmiczna v, to predkosé ktéra nalezy
nadaé satelicie aby mogt on opusci¢ Uktad Stoneczny.
Minimalna warto$¢ trzeciej predkosci kosmicznej wynosi
v, =16.7 km-s? i zwigzana jest z ruchem obiegowym Ziemi
wokot Stonca. Natomiast czwarta predko$é kosmiczna Vv, to
predko$¢, ktérg nalezy nadaé satelicie aby mégt on opu-
Sci¢ Galaktyke czyli w naszym przypadku Droge Mleczna.
Minimalna warto$¢é czwartej predkosci kosmicznej wynosi
Vv, =330 kms? i zwigzana jest z ruchem Storica dookota
Srodka Galaktyki.

Rys. 5. Orbita teleskopu Hubble’a (Foto. NASA).
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W trzeciej czesci rozwazai zwiazanych z mechanika nieba przedstawione zostaty dwa zagadnienia - rownanie Keplera
oraz ograniczone kotowe zagadnienie trzech punktéw materialnych.

Marcin Wesotowski

W mechanice nieba rownanie Keplera definiuje relacje
pomiedzy anomalig Srednig a anomalig mimoSrodowa dla
orbity eliptycznej. W tym miejscu wyjasnijmy dwa wazne
pojecia, ktore wykorzystaliSmy do zdefiniowania rownania
Keplera.

Anomalia Srednia (M) jest okreslana jako parametr kato-
wy, ktéry wykorzystujemy do opisu ruchu ciata niebieskiego
po jego orbicie keplerowskiej wiazacej potozenie z czasem.
Anomalie tg mozemy wyrazi¢ jako:

M=n(t-t,), (1)

gdzie M jest anomalig $rednig (wyrazana w radianach), n -
jest tzw. ruchem $rednim (n=2n-T™'), t jest czasem dla
ktérego obliczamy anomalie, t, - tomoment przejscia ciata
przez perycentrum, czyli jeden z dwéch skrajnych punktéw
dla orbity eliptycznej, T jest okres orbitalnym, ktéry mozemy
wyznaczyé na podstawie Il prawa Keplera. Warto zauwazy¢,
ze anomalie Srednig mozemy okresli¢ jako kat, ktory opisu-
je potozenie punktu poruszajgcego sie ze statg predkoscig
katowa n po okregu opisanym na orbicie.

Anomalie mimosrodowa (E) definiujemy jako parametr,
ktéry opisuje ruch ciata po orbicie keplerowskiej. Inaczej
méwiac anomalia mimosrodowa to kat pomiedzy odcin-
kiem fgczacym geometryczny Srodek orbity z perycen-
trum, a odcinkiem taczacym geometryczny Srodek orbity
Z punktem wyznaczonym przez przeciecie prostej prosto-
padtej do linii apsyd, przechodzacej przez ciato i okrag
opisanym na orbicie.

W celu wyprowadzenia wzoru okreSlajgcego réwnanie
Keplera rozwazmy nastepujacg sytuacje, ktéra zostata
przedstawiona na rysunku (1).

Korzystajgc z rysunku (1) mozemy wyznaczy¢ nastepu-
jace zaleznosci.

Niech odcinek |FP’| = x, a odcinek |PP’| =y wowczas
mamy:

2)

X =T1-COSQ,

y=r-sing. (3)

Nastepnie niech odcinek [P'P | = a - sin E, a odcinek
|OP’| =a-cosE oraz:

|OP’|= |OF| + |FP'| =ea +x, (4)

x=|OP'|-e-a=a-cosE—ec-a. (5)

P,
P
a r 0
: X
O'caF] x P >

Rys.1. Elementy elipsy: a — pdtos wielka, O — Srodek elipsy, F — ognisko, w ktérym
znajduje sie ciato centralne np. Storice (zauwazmy, ze w takim przypadku jest spetnione
| prawo Keplera), ¢ — anomalia prawdziwa, E — anomalia mimo$rodowa).
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stagd wynika, ze:

x=|OP'|-e-a=a-cosE—e-a. (5)
Zauwazmy, ze rownanie (5) jest rownowazne nastepuja-
cej zaleznosSci:

x =a-(cosE—e). (6)

Nastepnie wykorzystajmy réwnanie biegunowe elipsy,
ktére zostato wyprowadzone w pierwszej czesci rozwazan
zwianych z mechanika nieba. Réwnanie to mozemy zapisaé
jako:

r=—P (7)

Clte cos @ ’
gdzie p jest parametrem elipsy, ktéry mozemy wyrazi¢ jako:
p=a-(1—e%), wéwczas réwnanie biegunowe elipsy mozemy
przepisa¢ do nastepujgcej postaci:
2
= 207D (8)
l1+e-cos@
Korzystajgc z réwnania (7) po jego prostych przeksztat-
ceniach parametr elipsy p wynosi:

p=r(l+e-cos)=r+r-e-cosg. 9)

Nastepnie na podstawie rownania (2) oraz zaleznosci:

X . . . P
cos@=—, rownanie (9) mozemy wyrazic jako:
r

p:r+r~e-£:r+e~x. (10)
r

Podstawmy teraz do réwnania (10) réwnanie (6):

p=r+e-a-(cosE—e). (11)

Przeksztatémy rownanie (11) w taki sposob, aby mozna
byto wyznaczy¢ parametr r, co mozemy zapisac jako:

(12)
Po uproszczeniu prawej strony réwnania (12) mamy:

(13)

r=p—e-a-(cosE—e)=a-(1-¢*)—e-a-(cosE—e).

r=a-(l—e-cosE).
Wykorzystujgc powyzsze rozwazania obliczmy jeszcze

dtugosé odcinka |PP’| =y. W tym celu wykorzystamy rysu-
nek (1) oraz twierdzenie Pitagorasa wowczas mamy:
I‘2 - X2 .

y= (14)

Po podstawieniu do réwnania (14) réwnania (13) i (6)
otrzymujemy:

y:\/az-(l—e-cosE)z—az-(cosE—e)z. (15)
Wykonajmy proste operacje matematyczne, ktére moze-
my zapisa¢ w nastepujace formie:

y:a~\/[1—e+ cosE-(1—e)]-[1+e—cosE-(1+¢)],
y=a-\[(1-€)-(1+cosE)-(1+e)-(1-cosE)
y:av\/(l—ez)-(l—cos2 E).

Ostatecznie réwnanie (16) na podstawie wtasnosci
(1-cos® E)=sin* E dane jest jako:

y=a-sinE-\/1-¢’.

(16)

(a7)

Wyznaczmy teraz moment pedu korzystajgc z nastepu-
jacej zaleznosci:
KZ
= . (18)
GMm?
Dla uproszczenia rozwazah zatézmy, ze m = 1kg, wow-
czas réwnanie (18) jest rowne:

K2
P= o (19)
stad juz tatwo wykazaé, ze moment pedu K jest rowny:
K2=p~G-M=G-M~a.(1—e2), (20)
lub
K=,/G-Ma-(1-¢?). (21)

Nastepnie wykorzystajmy definicje momentu pedu K
okreslong poprzez iloczyn wektorowy promienia wodzace-
gor i predkosciV:

K=rxp=rxm-v=rxv. (22)

Zauwazmy, ze w réwnaniu (22) ponownie przyjelismy, ze
m = 1 kg. Poniewaz rozwazamy przypadek dwuwymiarowy
wektor predkosci v nalezy roztozy¢ na jego sktadowe odpo-
wiednio w kierunku x i y. Aby wyznaczy¢ wartosé predkosci
z réwnan (6) i (17) nalezy obliczyé pochodna:

x =a-(cosE—e),

. . (23)
x =—a-E-sinE,
oraz
y=a-\1-¢’ sinE, (24)
y:a-\ll—ez -E-cosE.
Woéwczas moment pedu K jest rowny:
i j k
K :|r><f Hix y 0
Xy 0
1+1 y 0 1+2 X O 1+3 X y
=i-D7 | [+iEDT HREDT
y x 0 Xy
= x-y-yx/|. (25)

Wykorzystujgc zaleznosci (23) i (24) moment pedu K
WYynosi:

K=xy-yx|

= (aA(cosEfe))(a-x/lfe2 -E-cosEjJr(a-\llfe2 sinE)- (7a<E-sinEj )
— s L)

X
y
X

(26)
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Zauwazmy, ze W sumie po prawej stronie rownania (26)
znajduje sie czynnik a-a = a2, ktéry mozemy wytgczyé przed
modut wéwczas mamy:

K =a’-|(cosE—¢)-V1—¢’ -E-cosE+sin’E-v/1—¢” -E |
=a’+l-¢’ E|(cosE— e)~cosE+sin2E|

=a’\1-¢’ E | cos’E—e-cosE+sin’E . (27)

Czyli ostatecznie moment pedu K dany jest jako:

K=E-a*+1-¢’ |1-ecosE|. (28)

Zauwazmy, ze na podstawie powyzszych rozwazah otrzy-
maliSmy dwa réwnania, w oparciu o ktére mozemy wyzna-

czyé moment pedu. Poréwnajmy teraz réwnanie (21) z
réwnaniem (28) co mozemy wyrazi¢ jako:

1lG-M-a-(l—ez) =E-a*>Jl1-¢*|1-e-cosE|,

lub

JG-M-a-1-¢* =a*1-¢* -E-(1—e cosE). (30)
Aby uproscié rownanie (30) mozemy podzieli¢ je
obustronnie przez czynnik v/1—e” co daje nam:

JG-M-a =a®-E-(1-e cosE). (31)

Nastepnie wykonujac dalsze upraszczanie podzielmy

(29)

réwnanie (31) przez a?oraz czynnik E:c(li—t wowczas otrzy-

mujemy, ze:

VG-M E
GT:(I—e-cosE)d—.
a? dt
Nastepnie réwnanie (32) scatkujemy obustronnie co
mozemy zapisaé jako:

(32)

o

E t
G-M
1—e-cosE)dE = | ———dt.
!( ) j 3

Wykorzystujgc proste wzory oraz podstawowe twier-
dzenia wynikajgce z analizy matematycznej a konkret-
niej z rachunku catkowego rownanie (32) mozemy prze-
pisa¢ do nastepujacej postaci:

\/(;_M(t—to).

a2

E—e-sinE= (33)

Zauwazmy, ze rownanie (33) okreSlane jest w literaturze
jako szosta (V1) i ostatnia catka rownania ruchu dla zagad-
nienia dwoch punktéw materialnych. Inaczej réwnanie to
okreslane jest jako réwnanie Keplera.

Przyjmijmy, ze t, = O wowczas rownanie (33) nieco sie
upraszcza do postaci:

E—e-sinE:ﬂt,
7

lub

E—-e-sinE=nt, (35)

‘M . . 2
GT - §redni ruch dzienny, wartos¢ tg otrzymu-
a 2
jemy dokonujac poréwnania sity grawitacji i sity dosrodko-
wej dla ruch po okregu:
2 GMm
mm a= .
a2

gdzie n=

(36)

Po elementarnych przeksztatceniach mozna pokazaé,
ze:

fGM vGM
w= 3 = y =n.
a a’”?
Wykorzystujgc rownania (1) oraz (35) rownanie Keplera

mozemy zapisaé jako:

E—-e-sinE=M.

(37)

(38)

Najprosciej moéwiac rozwigzanie réwnania Keplera
umozliwia znalezienie ciata na jego orbicie.

Jezeli mamy do czynienia z ruchem po orbicie eliptycznej
musimy podaé szesé elementow okreslajgcych jednoznacz-
nie potozenie orbity tego ciata w przestani kosmicznej:
® Wielka p6tos orbity (a) wyrazona w jednostkach astrono-

micznych.
® Mimosrod elipsy (e), ktéry jednoczeSnie odpowiada za

jej ksztatt.
® Nachylenie ptaszczyzny orbity do ptaszczyzny ekliptyki

(i, inklinacja), czyli kat dwuscienny miedzy ptaszczyzng

orbity a ptaszczyzna ekliptyki. Jezeli spetniona jest zalez-

nos$¢ 0<i<90° to méwimy, ze kierunek ruchu ciata niebie-
skiego (np. planety) jest prosty. Natomiast w przypadku,
gdy: 90° < i <180° to méwimy, ze kierunek ruchu jest
wsteczny.

® Diugos¢ wezta wstepujgcego (Q), czyli dtugosé ekliptycz-
na przeciecia punktu orbity z ekliptyka, w ktérym szero-
kosé ekliptyczna ciata niebieskiego (np. planety) zmienia
sie z ujemnej w dodatnig. Zauwazmy, ze inklinacja (i) i dtu-
goS¢ wezta wstepujgcego (Q) okreSlajg potozenie orbity
ciata niebieskiego w przestrzeni kosmicznej.

® Odlegtos¢ peryhelium od wezta wstepujgcego (w), czy-

li kat zawarty miedzy promieniem wodzgcym ciata nie-

bieskiego (np. planety) znajdujacego sie w peryhelium

i linia weztéw. Odlegtos¢ ta jest wyznaczana od wezta

wstepujacego w kierunku ruchu planety w ptaszczyznie

orbity. Parametr ten okreSla potozenie wielkiej osi elipsy
eliptycznej w ptaszczyznie jej orbity.

® Moment przejScia przez peryhelium (T,)- Parametr ten
wigze potozenie ciata niebieskiego (np. planety) na orbi-
cie z czasem.

W przypadku orbity parabolicznych (a->o0) zamiast wiel-
kiej potosi uzywa sie odlegtosci peryhelium od Stofca:

o]’
q="

o (39)
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gdzie ¢’ i y sg odpowiednimi statymi wynikajgcymi z zagad-
nienia dwoch punktéw materialnych.

Zauwazmy, ze elementy orbity (a, e, i, Q, w, T ) to funkcje
jedynie pierwszych catek, ktére sg niezmienne w czasie, jezeli
zaniedbamy zaktécenia, czyli perturbacje wywotane oddzia-
tywaniem grawitacyjnym planet. W ogdlnym przypadku para-
metry te zmieniajg sie bardzo wolno, dlatego tez w dowolnej
chwili mozemy je wyznaczy¢ korzystajac z konfiguraciji planet.
W przypadku orbity planetarnych perturbacje sg niewielkie.
Jednakze w przypadku matych ciat niebieskich np. komet lub
planetoid, ktére w swym ruchu przechodzg relatywnie blisko
planet np. gazowego olbrzyma - Jowisza ich orbity moga ule-
gaé znacznym zmianom. Inaczej méwiac (upraszczajac nieco)
mozemy stwierdzi¢, ze Jowisz jest w stanie zakrzywi¢ pierwot-
ne tory ruchu matych ciat.

Jednakze zwykle do okreslenia potozenia ciata na jego
orbicie eliptycznej uzywa sie innych posiadajgcych prosty
sens geometryczny parametrow zwanych z elementami
orbity:
wezet wstepujacy (A'),
wezet zstepujacy (A”),
peryhelium (m, q),
nachylenie ptaszczyzny orbity do ptaszczyzny ekliptyki (i),
dtugos¢ wezta wstepujacego (Q),
odleglos¢ peryhelium od wezta wstepujacego (w),

\

Rys. 2. Elementy orbity.

2

W celu wyznaczenia szeSciu elementdéw orbity musi-
my obserwacyjnie okresli¢ szes¢ liczb, ktore determinujg
potozenie i ruch ciata na sferze niebieskiej. Mozemy to
uczyni¢ dokonujac obserwacji rektascensji o i deklinacji &
w trzech r6znych chwilach. Jednakze nalezy pamietaé, ze
wyznaczone elementy orbitalne mogg by¢ obarczone bte-
dami obserwacyjnymi. Dlatego tez warto poréwnac¢ wartosé
rektascens;ji i deklinacji z tabelami dostepnymi w Almanachu
Astronomicznym lub danymi udostepnionymi w astronomicz-
nych bazach danych.

Rozwigzanie rownania Keplera

Aby rozwigza¢ rownanie Keplera nalezy zastosowaé dwa
podejscia. Pierwsze podejscie stanowig metody numerycz-

ne (np.: metoda iteracji prostej, metoda Newtona, metoda

potowienia), a drugie to metoda graficzna. Ponizej dla przy-

ktadu przestawiamy drugie podejscie. W tym celu musimy

wykona¢ nastepujgce kroki:

1. Przeksztatémy teraz réwnanie (38) w taki sposbb, aby
po jego lewej stronie znajdowata sie anomalia mimosro-

dowa (E):
E=M +e¢-sinE. (39)

2. Rozwigzaniem graficznym réwnania Keplera bedzie
punkt przeciecia dwoch anomalii mimosrodowych M i E,

ktére wyrazimy za pomoca dwdch funkcji:
f,(E)=E, f,(E)=M+e- sin(E). (40)

3. Nastepnie przyjmujgc, ze mimosrod orbity eliptycznej e
= 0.6 oraz niech M = 1, wéwczas otrzymujemy:

Rys. 3. Graficzne rozwigzanie réwnanie Keplera — linig zielong oznaczano funkcje
f,(E) a niebieska f,(E). Zauwazmy, ze réwnanie Keplera ma jedno rozwigzanie znaj-
dujgce sig w punkcie przecigcia dwoch funkgji f,(E) i ,(E).

Ograniczone kotowe zagadnienie trzech
punktow materialnych

Zaktadamy, ze ciata m, i m, majg mase skonczong i poru-
szajg sie wokot wspdlnego Srodka masy tym samym realizu-
jac zagadnienie dwéch punktow materialnych. Zauwazmy, ze
trzecie ciato nie wptywa na ruch ciat m, i m,, natomiast ciata
0 masach m, i m, wptywaja na ruch ciata o masie m..

Dla uproszczenia rozwazah wprowadZmy uktad iner-
cjalny (rys. 4), w ktérym bedziemy rozpatrywaé omawiane
zagadnienie.

Z rysunku 4 fatwo mozna zauwazyC, ze stuszna jest
nastepujgca relacja:

nA /.‘ X
|I 1
I| p -
AN P /m«
AN o -
\ /,/al
N LA
A’/ \(\)
/’ dy \\\
'/m]

Rys. 4. Ukfad inercjalny opisujacy zagadnienie trzech ciat. Wspétrzedne poszczegéinych
punktow dane sq jako: m,(¢,,n,,0); m,(¢,n,,0).
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a=a+a,, (41)
gdzie a, jest odlegtoscig od ciata o masie m, do poczatku
uktadu o wspotrzednych O(n, §), a a, jest odlegtoscia od
punktu o wspétrzednych O(n, &) do ciata o masie m,. Na
podstawie powyzszych wiasnosci stuszne sg nastepujgce

rownania:
E=X-cosp—y-sinp,N=x-sinp+y-cosp, =z (42)

Korzystajgc z zaleznosci (42) obliczmy teraz pochodne
po czasie, czyli tak naprawde sktadowe predkosci odpo-
wiednio w danym kierunku, co mozemy zapisa¢ jako:

éz Xcosgo—x-(,b-sinqo—y-sin(p—y~¢~cosq),
ﬁ:X~sinqo+x~¢~cos<p+yocosq)—y-(p-sinqo, (43)
=z
Nastepnie mozemy obliczy¢ energie kinetyczna, dla kté-
rej zatozyliSmy, ze masa = 1 kg. Wowczas mamy:

1 ) 2 ) 2 . 2
T=—. + + .
AORORC]
Zauwazmy, ze po prawej stronie réwnania (44) wystepu-
je suma kwadratow predkosci sktadowych, ktore wyrazili-

Smy poprzez réwnanie (43). Wykorzystujgc rownania (43)
oraz (44) mamy:

2 2 2
ZT:(XJ ~c0s2(p+x2-(goj -sin2¢+(y) -sin” @

2
+y2.((pj -cos> @ —2-X-X-(-cOS @ -sin @

(44)

—2-X-y-COSQ-Sing—2-X-y-@-cos’ @

2
+2'x-y-(p-sin2qo+2‘x'y-(qoj -sing-cos
. ) . 2
+2-y-y-qpsin(p-cosqo+[xj -sin” @
) 2 . 2
+x2-(<pj -cos2(p+(yj -cos’ @
2 a2 .
+y ((pj -sin” @ +2-X-X-@-sin@ - cos @
+2-X-y-sin(p-cos<p—2~i-y-¢-sin2(p
2
+2-X-y-(p-cosz(p—2-x-y-((pj -COS @ -sin @
—2-y-y-(p-c05(p-sin<p+(z)
:(x) +(y) +(zj +2-p:x'y

2
—2~<p-x-y+((pj (X +y7).

Ostatecznie réwnanie (45) mozemy przepisaé do postaci:
1 . 2 . 2 . 2 . . .
T= E{(xj +(y} +(z] :|+q0'(x~ y—X- y)
1 . 2
+E(¢) (XP+y).

Wykorzystajmy teraz rownanie Lagrange’a, ktére moze-
my zapisac¢ jako:

(46)

dfon| oL, )
dt aq, aq;
gdzie L=T-U,T=T(q,,q), U=U(g). Nastepnie
zauwazmy, ze:
Ll (48)
0q; 0q; oq,
Wykorzystujac powyzsze réwnania mamy:
d a—T _9 (T-U)=0. (49)
dt o4, 0q,
Wykorzystujac réwnanie (49) otrzymujemy:
dfor | ot __ou. 50)
dt| 5q.) 99 94;
Natomiast z rownania (50) wynika, ze:
Uz_kz.(ﬁ+&j’ (51)
r p

gdzie U oznacza energie potencjalng. Inaczej moéwigc U
to funkcja sit, czyli energia potencjalna z przeciwnym zna-
kiem. Stad mamy:

U=k Dy M)
r P
Ponownie wykorzystajmy rownanie (50), ale pamietajmy
0 zmianie znaku:

(52)

d|aT | aT _au

== (53)
dt| 59, ) 99: 94,

Réwnanie (53) mozemy teraz przepisa¢ uwzgledniajgc
zmienng x, wowczas otrzymamy:

g[a_i}_a_T:a_U. 54
dt ox ox  Ox
gdzie:
| S R S
T:;x +E~y +E-Z +Q X y-@-xX'y
12 2 2
+E~(p C(XT+Y). (55)
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Wowczas na podstawie réwnania (54) oraz (55) musimy

wyznaczy¢ dwie nastepujace zaleznosSci:

oT - -
—=x-0-y,

L
T eno].

ox

Wowczas rownanie Lagrange’a po zmiennej x przyjmuje

postac:

o )xov-ev
dt 54

i{ﬁ]—al:aﬂ, (57)
dt ox ox 0Ox
B o N BU
X_(p.y_z.(p.y_x. (p = —
0x

Nastepnie dla zmiennej y mamy:

oT - -

—=y+e-x,

oy (58)
oT _ Y

oy

Wowczas rownanie Lagrange’a dane jest jako:

L yep-xrox
dt 63}
T T
dfor| ot _ou 59)
dt ay oy 0y
. L N au
Y@ X+QYy-@QX=y | Q| =——.
oy
Natomiast po zmiennej z mamy:
,- U (60)
0z

W ten sposob uzyskaliSmy rownania Lagrange’a drugie-

wprowadZmy pewne uogblnienie, ktére zdefiniujemy jako:
Q:%~n2-(x2+y2)+U. (62)

gdzie na podstawie rownania (62) mozemy zapisag, ze:
0_ ..U

—=n"-X+ ,
0Xx 0x
o, ou
— —=n .y+_’
oy oy
@ _ou

0z 9z

Wowczas uktad réwnan rézniczkowych dany wzorem
(61) uprasza sie do postaci:

- o)
_2.n. =—,
X Y 0x
§—z-n.>&:@, (63)
oy
o)
zZ=—",
oz

Nastepnie pomn6zmy obustronnie kazde z tych réwnan
Scisle wedtug swojego kierunku przez: 2x,2y,oraz2z.

W nastepnym kroku dodajmy stornami do siebie te
réwnania woéwczas otrzymamy, ze:

z.[x.g+y.5;+z.zj:z. O 222 e
ox oy oz

lub
z.<x.g+y.y+z.z):z%. (65)

Pomnézmy teraz réwnanie (65) obustronnie przez dt
oraz wykonamy obustronne catkowanie wéwczas otrzyma-
my, ze:

(sz +(yj2 +(z)2 _2.0-C (66)

gdzie C jest statg catkowania. Jednocze$nie lewa strona
réwnania (66) okresla nam kwadrat potencjatu. Wéwczas

go rodzaju w postaci uktadu trzech réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu. Dla uproszczenia dalszych rozwazan ograni-
czymy sie do kota wéwczas mamy, ze: ¢ =n = const, ¢ = 0.
Wowczas powyzsze trzy réwnania rézniczkowe drugiego
rzedu mozemy przepisa¢ w uproszczonej postaci:

réwnanie (66) mozemy wyrazi¢ jako:

Vvi=2.Q-C. (67)

Na podstawie réwnania (67) mozemy rozwazy¢ dwa

nastepujace przypadki:

)“(—2~n-y:a—U+n2~x,
ox
9+2~n->&:2—§+n2-y, (61)
;= 0V,
0z

Chcac bardziej uprosci¢ uktad réwnan dany wzorem (61)

a) jezeliV>0t0: 2-Q-C>01ub2-Q>C.
b) jezeli V=0 to: 2-Q—-C=01ub2-Q=C - powierzchnia
zerowej predkosci (powierzchnia Hilla).
Wykorzystujgc rownanie (67) wraz z przypadkiem, ze
V=0 oraz réwnanie opisujgce energie potencjalng (51)
mamy:

nZ-(x2+y2)+2~k2~[ﬁ+ﬁj:c, (68)
rop
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jesli zatozymy, ze: p= 2 _:l-p= L orazn=1,
m1+m2 ml+m2
a=1,t k’(m+m,)=na’=1.
Wéwczas otrzymamy, ze:
k*m, =1-p, k>m, =p, (69)

to réwnanie (68) mozemy zapisaé w nieco prostszej postaci

jako:

2-(1- 2-

Q + _M =C.
r p

x2+y2+ (70)

Zauwazmy, ze réwnanie (70) opisuje krzywe graniczne
Hilla. W astrofizyce powszechnie uzywana jest nazywa
powierzchni Roche’a, jednakze sg one synonimami tylko
wtedy, gdy potencjat grawitacyjny gwiazdy zostanie przybli-
zony potencjatem punktu materialnego. Ksztatty tych
powierzchni zalezy od statej Jacobiego.

Jezeli po prawej stronie w punkcie o masie m, znajduje
sie np. Ziemia to strefa Hilla w tym przypadku znajduje sie
pomiedzy punktami L1 i L2, czyli punktami Lagrange’a,

Rys. 5. Schemat opisujgcy catki Jacobiego lub efektywnego potencjatu uktadu
dwéch ciat spowodowanego grawitacjg i sita od$rodkowag w jednym punkcie w cza-
sie. Granice sfery Hilla sq oznaczone czerwonymi liniami otaczajgcymi dwie duze
masy (m, i m,).

ktore leza wzdtuz linii tgczacej Srodki obu ciat. Obszar
wptywu mniejszego ciata jest najkrotszy w tym kie-
runku, a zatem dziata jako czynnik ograniczajgcy rozmiar
sfery Hilla. Powyzej tej odlegtosci trzeci obiekt na orbicie
wokoét matego obiektu spedzitby przynajmniej czeS¢ swojej
orbity poza sferg Hilla i bytby stopniowo zaktdcany przez sity
ptywowe ciata centralnego (np. Stonca).

Poprzez strefe Hilla nalezy rozumieé pewien obszar ota-
czajacy dane ciato niebieskie (np. planete), w ktérym jego
przycigganie grawitacyjne dominuje nad przycigganiem
innego ciata (wiekszego obiektu) znajdujgcego sie w nie-

dalekiej odlegtosci (np. gwiazdy - Stonca). Zauwazmy, ze

w literaturze strefa Hilla okreslana jest rowniez jako: strefa

Roche’a, granica Roche’a lub promien Roche’a.

Promien Roche’a to promien sfery wokot ciezszego
ciata w uktadzie dwéch ciat, ktérych masy znaczaco roz-
nig sie (np. masa Stonca i masa Ziemi), po przekroczeniu
ktérego ciato o mniejszej masie moze sie rozpasSé pod
wptywem sit ptywowych, gdyz sama sita grawitacji nie jest
w stanie utrzymaé mniejszego ciata w catosci.

Przeanalizujmy teraz nastepujacy eksperyment myslo-
wy okreslajgcy zachowanie sie tych dwoéch ciat. Niech m,
oznacza ciato o duzej masie a m, jest ciatem kulistym
(masg ptynu) utrzymywanego razem przez jego grawitacje.
Wéwczas mozemy rozwazyC nastepujgce zachowania sie
ciata o masie m,,

1. Jezeli ciato o masie m, znajduje sie relatywnie daleko od
granicy Roche’a to jego ksztatt jest kulisty.

2. Jezeli ciato o masie m, zbliza sig do granicy Roche’a to
ulega ono deformaciji ze wzgledu na sity ptywowe pocho-
dzace od ciata 0 masie m,.

3. Jezeli ciato 0 masie m, znajduje sie na granicy Roche’a to
ulega ono rozpadowi ze wzgledu na to, ze jego sity grawi-
tacyjne sg znacznie stabsze niz sity ptywowe pochodzgce
od ciata 0 masie m,.

4. CzeS¢ materii pochodzacej z rozpadu ciata o masie m,
znajduje sie blizej ciata 0 masie m, i porusza sig szybciej
niz pozostata jego czesSe.

5. Réznice w predkosci orbitalnej, czyli predkosci z jakg cia-
to porusza sie po orbicie zmieniajg materie pochodzgca
z ciata 0 masie m, w rozproszony pierscien.
Bezposrednim przyktadem ciata niebieskiego, ktére wpi-

suje sie w powyzszy eksperyment myslowy jest rozpad

komety Shoemaker-Levy 9 w 1992 roku w wyniku zblizenia
sie do Jowisza.

Rys. 6. ,Sznur peret” powstatych w wyniku rozpadu komety Shoemaker-Levy 9 w
1992 roku (Foto. NASA, ESA).

Prowmier

Rys. 7. Hipotetyczny schemat prowadzacy do rozpadu naszego Ksiezyca. Poniewaz
Ksigzyc co roku oddalana sie naszej planety (Ziemi) wiec schemat ten nalezy traktowac
tylko i wytgcznie jako przypadek hipotetycznej analizy omawianego problemu.
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Obliczmy jeszcze promien strefy Roche’a (r,, ) dla pla-
net wchodzacych w sktad Uktadu Stonecznego. Promien
ten w przyblizeniu mozemy okresli¢ jako:

m,
Lipa =a-(1—€)-3 IM, 5

gdzie a jest potosig wielka orbity, e jej mimosrodem, mpjest
masg planety, a M, jest masg stonca rowng M, = (1.98847
+ 0.00007)-10%° kg.

Wykorzystujac wzér na peryhelium, ktéry zostat wypro-
wadzony w zagadnieniu dwéch punktow materialnych
(Wybrane zagadnienia z mechaniki nieba - czes¢ 1) rowna-
nie (71) mozemy uprosci¢ do nastepujgcej postaci:

(71)

m

P 72
™ (72)

Typea = 473

gdzie q okresla peryhelium dla danego ciata niebieskiego
g=a-(1—e) . Na podstawie réwnania (72) otrzymano wyni-
Ki promienia strefy Roche’a (r., ,,) dla planet wchodzgcych
w sktad Uktadu Stonecznego.

HILLA:

Masa Promien Roche’a
Planeta planety (i)
(ka] [au]

Merkury |  0.3075 3.3011-10% 0.001172
Wenus 0.7184 4.8675-10% 0.006713
Ziemia 0.9833 5.9721-10% 0.009836

Mars 1.3814 6.4171-10% 0.006569
Jowisz 4.9506 1.8982-10% 0.337981
Saturn 9.0412 5.6834-10% 0.412935

Uran 18.2861 8.6810-10% 0.446441
Neptun | 29.8100 | 1.02413-10% 0.769013

Ponizej zostat przedstawiony rozkiad zaleznosci promienia
Roche’a dla planet wewnetrznych i zewnetrznych nalezg-
cych do Uktadu Stonecznego.
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Jowise Salurm Uran Nepiun

Planety revwmgirime

Rys.8. Rozktad zaleznosci promienia Roche’a odpowiednio dla planet wewnetrznych
i zewnetrznych.
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Wybrane zagadmem_"

Foto — Dreamstime.

W czwartej czes$ci rozwazan zwiazanych z mechanika nieba zostaly przedstawione przyktadowe zadania wraz z

ich rozwiazaniami, ktore opieraja sie na rownaniach przedstawionych w poprzednich naszych artykutach. W tym
miejscu zachecamy Naszych czytelnikow do podjecia samodzielnej proby rozwiazania postawionych problemow. W
przypadku napotkania trudnosci zachecamy do przeanalizowania przyktadowego rozwiazania.

Marcin Wesotowski

Zadanie 1. Oblicz na jakg maksymalng odlegtosé od Stonca
moze oddali¢ sie kometa Halley’a. W obliczeniach przyj-
mij, ze okres orbitalny wynosi T = 76 lat, a najmniej-
sza odleglosé, na jakg zbliza sie ona do Stonca wynosi
R, =0.9-10°km. W rozwazaniach uwzglednij, ze promiefi

orbity Ziemi wynosi R, =1.5-10% km.

Rozwiazanie:
W tym miejscu wykorzystajmy zaleznosé, ktorg opisuje llI
prawo Keplera. Zalezno$¢ te mozemy zapisaé jako:
; r
— = const = —
0 a

(1.1)

gdzie T, jest okresem obiegu Ziemi wokot Stonca (T, =
1 rok). Przeksztatémy réwnanie (1.1) w taki sposéb, aby
mozna byto na jego podstawie wyznaczy¢ p6tos wiel-
ka a czyli dtuzszg o$ orbity eliptycznej. Dodajmy, ze na
dtuzszej osi orbity eliptycznej znajdujg sie jej dwa ogniska.
Wowczas z réwnania (1.1) otrzymujemy:

TZ
a=R03—2.
0

(1.2)

Na podstawie rys. 1. tatwo mozemy zauwazy¢, ze stuszna
jest nastepujaca zalezno$é:

Rmin+Rmax = 23. (13)

Przeksztatémy teraz réwnanie (1.3) w taki sposéb, aby
mozna byto obliczyé odlegtos¢é maksymalna:

R ax = 2a_ Rmin : (14)

Zauwazmy, ze w rownaniu (1.4) wystepuje potos wielka a,
ktéra wyznaczyliSmy poprzez réwnanie (1.2). Podstawmy
wiec réwnanie (1.2) do zaleznosci (1.4), wowczas otrzy-
mamy:

2
Rmax =2R0 : l _Rmin'
TO

(1.5)

A

=Ry R

Rys. 1. Przykfadowa orbita eliptyczna dla komety okresowej. Na rysunku poszcze-
golne symbole oznaczaja: q — peryhelium, Q — aphelium, F, F’— ogniska, a — p6to$
wielka. Zauwazmy, ze dla omawianej sytuacji spefnione jest | prawo Keplera.
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Podstawiajgc podane w tresci zadania wartosci liczbowe
otrzymujemy, ze R__ ~ 5.3-10° km.

OdpowiedZ. Maksymalna odlegtos$é na jaka moze oddali¢ sie
kometa Halley’a od Stofica wynosi w przyblizeniu 5.3-10° km.

Zadanie 2. Planeta o masie m krazy wokot Stonca po orbicie
eliptycznej, przy czym najwieksza jej odlegtos¢ od Stonca
wynosi r,, a najmniejsza r,. Znalezc moment pedu tej pla-
nety wzgledem Stonca.

Rozwigzanie:

A
Y

R
n L5

L

Rys. 2. Przyktadowa orbita eliptyczna dla planety P. Na rysunku poszczegdlne sym-
bole oznaczajg: F, F’- ogniska, r, to najmniejsza odlegtosc planety od Storica, a r, to
najwigksza odlegto$¢ planety od Storica, ktére potozone jest w jednym z ognisk (F)
orbity eliptycznej.

Na postawie rozwazan przestawionych w drugiej czesci
artykutu pt. ,Wybrane zagadnie z mechaniki nieba cz. IlI” (w
szczegblnoSci podrozdziat ,Dowdd dla energii”), mozemy
zapisac, ze:
GMm

E= ,

21
a (2.1)

gdzie: M, oznacza mase Stonca, a jest potosig wielkg orbity
eliptycznej. Na podstawie rozwazan przedstawionych w zada-
niu 1 oraz wykorzystujac rys. 2 mozemy zapisac¢, ze:

n+r, =2a. (2.2)
Woéwczas rownanie (2.1) mozemy zapisac jako:
GM
E=——VsM (2.3)
L+,

Aby wyznaczy¢é moment pedu planety wzgledem Storica
ponownie odwotajmy sie do artykutéw teoretycznych doty-
czacych wybranych zagadnien z mechaniki nieba cz. 1 i Il
gdzie udowodnione zostato, ze moment pedu jest wielko-
Scig statg (K=const). Wéwczas na podstawie tych rozwazan
mozemy zapisaé, ze:

K =mv,1, = const. (2.4)

W réwnaniu (2.4) parametrem, ktéry musimy jeszcze
wyznaczy¢ jest predko$é planety. Dlatego tez wykorzystaj-
my do tego celu zasade zachowania energii mechanicznej,
ktéra mozemy wyrazié jako:

~ GMgm _ mv; ~ GMgm

2.5
L+, 2 L (29)

Wykonujac proste przeksztatcenia algebraiczne tatwo
mozna pokazaé, ze:

v= oM | Lo |- hom|—2—| (26
LI 5 (6 +1,)

Podstawmy teraz réwnanie (2.6) do réwnania (2.4) wow-
czas otrzymujemy poszukiwang zalezno$é na moment
pedu K planety wzgledem Stonca:

K =m- [2GM, [r_zj
5 (5 +1,)

OdpowiedZ: Poszukiwana zalezno$¢é na moment pedu plane-
ty wzgledem Stonca dana jest rownaniem (2.7).

(2.7)

Zadanie 3. Sztuczny satelita porusza sie po eliptycznej
orbicie keplerowskiej. Udowodnié, ze Srednia wartosé odle-
gtosci, rozumianej jako funkcja dtugosci orbity jest réwna
duzej potosi elipsy a.

T

Rys. 3. Orbita eliptyczna dla ruchu satelity.
Rozwiazanie:
Aby udowodnié postawiony w zadaniu problem wykorzystaj-
my nastepujgca zaleznosé, ze: r = r(l). Wéwczas Srednia
wartosé dtugosci bedzie réwna:
> r(hAl
<r>=4l (3.1)
Jezeli sumowanie zostanie rozciggniete na caty zakres to
n— oo wowczas rownanie (3.1) mozemy wyrazié poprzez
nastepujacg catke:
l L
<r>=— j r(D)dL (3.2)
L 0
Na podstawie rozwazan zwiazanych z réwnaniem Keplera

mozemy zapisacé, ze:
r=a-(l—e-cosE). (3.3)

W tym miejscu przypomnijmy, ze zalezno$¢ (3.3) zostata
wyprowadzona w trzeciej czesci naszych rozwazan
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zwigzanych z mechanika nieba, wéwczas réwnanie (3.2)
bedzie réwne:

L
<r>:lJ.a(1—ecosE)dl. (3.4)
L 0

Wylgczmy teraz state przed znak catki, co mozemy zapisac
jako:

ac %

<r>:a——J.cosEd1. (3.5)

L 0
Zauwazmy teraz, ze zostata nam do obliczenia catka znaj-
dujagca sie po prawej stronie réwnania (3.5). Ponownie
w tym miejscu wykorzystajmy zaleznosci z trzeciej czeSci
rozwazan zwigzanych z mechanikg nieba, niech:

x =a(cosE—e), y=a+/1-¢’sinE. (3.6)

Obliczmy teraz na podstawie réwnania (3.6) pochodne dx/
dE i dy/dE:

dx =—asinEdE, dy=bcosEdE. (3.7)

Nastepnie zauwazmy ze:dl = /dx*+dy” , wiec na podsta-
wie réwnania (3.7) mamy:

dl = +/a’sin?E+ b2cos’E dE. (3.8)

Wéwczas nasza catka wystepujaca w réwnaniu (3.5)
bedzie réwna:

L 2
ICOSE dl= J.cosE a’sin’E+ b’cos’E dE
0 0

T

= ICOSE\/azsin2E+ b’cos’E dE

0
2
= J.cosE\/azsian—i-bzcoszE dE

Zauwazmy, ze anomalie mimosrodowg (E) mozemy wyrazic¢
jako: E =g+, wowczas:

(3.9)

cosE =cos(e+m)=—cose dE=de. (3.10)

Wobec tego prawa strona rownania (3.9) przyjmuje naste-
pujaca postac:

2
‘[ cosE+va’sin’E+ b*cos’E dE

T

n
= —Jcos gvJasin? £+ b2cos’ e de
0

=—‘[cosE\/azsin2E+ b’cos’E dE. (3.11)

0

OdpowiedZ: Po podstawieniu granic catkowania widaé, ze
L

IcosEdlzo, zatem na podstawie réwnania (3.5) mozemy
zapisaé, ze <r>=a.

Zadanie 4. Sztuczny satelita porusza sie po eliptycznej orbi-
cie keplerowskiej. Udowodnié, ze Srednia wartoS¢ odlegto-
Sci r(¢) w funkcji anomalii rzeczywistej jest rowna matej
pétosi elipsy b.

Przeprowadzajgc bardzo podobne rozumowanie jakie
zostato przedstawione w zadaniu 3 mozemy zapisac, ze:

1 2n
<r>=— ! H(d)dd, (4.1)

niech r’ ¢=c, gdzie r=a(l—ecosE). Wéwczas mozemy
zapisac, ze:
C
rde = dt. (4.2)
r

Obliczmy teraz czynnik dt wykorzystujac do tego celu row-
nanie Keplera:

nt = E —esinE, (4.3)
co daje nam, ze:
dt (1—ecosE)dE . (4.4)

n

Wykorzystujgc rownania od (4.1) do (4.4) mozemy zapisac,
ze:

1- E)dE
rdp=Cdt=— ¢ (1zccosB)dE (4.5)
r a(l—ecosE) n
Po uproszczeniu otrzymujemy, ze:
rdp=Sdi=S9E (4.6)
T an
Wowczas rownanie (4.1) wynosi:
1 2n 1 2n c 1 c 2n
<r>=—|r(p)dp=— | —dE=——| dE
2TC'([ ()¢ 2n~£an 2man g
:iiEz" S 4.7)
2man an

gdzie n oznacza Sredni ruch dzienny, ktory jest rowny
VG-M
a% ’

a parametr ¢ okreSla moment pedu:

c:K:JG-M-a~(1—eZ),

woéwczas réwnanie (4.7) jest rowne:

<r>=a,/l-e’ =b. (4.8)
OdpowiedZ: Poszukiwana tozsamos¢ dana jest rownaniem
(4.8).

Zadanie 5. Sztuczny satelita porusza sie po eliptycznej orbi-
cie keplerowskiej. Udowodni¢, ze Srednia wartoS¢ odlegto-
Sci od przyciggajgcego centrum, rozumianej jako funkcja

2
. . €
czasu, jestrowna<r>=a 1+?] .

Rozwiazanie:
Ponownie w tym miejscu wykorzystajmy rownanie (3.3),
ktére dane jest jako:

r=a-(1—e-cosE). (5.1)
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Nastepnie z rownania Keplera obliczymy czynnik dt poprzez
jego zrézniczkowanie, co mozemy zapisac jako:
. 1
nt=E—esinE, dt=—(1-ecosE)dE. (5.2)
n
Aby wykazaé, ze poszukiwana Srednia warto$¢ odlegtosci
zalezy od czasu wykorzystamy nastepujaca tozsamosSeé:
1 T
<r>=_[rt)dt. (5.3)
T 0
Podstawmy teraz do réwnania (5.3) powyzsze dwie zalez-
nosci (5.1) i (5.2) wéwczas mamy:
1 2n
<r>=— T Ia(l ecosE)- —(1 ecosE)dE. (5.4)
Wykorzystujgc proste wzory oraz podstawowe twierdze-
nia wynikajgce z analizy matematycznej a konkretniej z
rachunku catkowego réwnanie (5.4) mozemy przepisaé do
nastepujacej postaci:

2n
<r>= I (1-2ecosE —e’cos’E)dE
nT §

2
-2 E —2esinE +e—(E +lsin2E
nT 2 2

Po uwzglednieniu granic catkowania oraz pamiegtajgc o
tym, ze sin(2m)=0 réwnanie (5.5) upraszcza sie do naste-

pujgcej postaci:
2
2a 27{1 +6—J
2n 2
T

2n

(5.5)

0

nT

2
=a 1+e— .

Uwaga! W rownaniu (5.5) wykorzystaliSmy nastepujgcy wzor
wynikajacy z rachunku catkowego:

2
<r>=i(2n+%2n]=

(5.6)

1 2 1 1 1.
Jcos2 xdx :J‘de :Ex+—-—sm2x+const.
OdpowiedZ: Poszukiwana tozsamo$é dana jest rownaniem
(5.6).

Zadanie 6. Sztuczny satelita porusza sie wokot Ziemi po
orbicie kotowej o promieniu R = 3R,, (R, = 6400 km).
Wskutek krotkotrwatego dziatania urzgdzenia hamujacego,
predko$é sztucznego satelity zmniejszyta sie w taki sposob,
ze zaczgt on poruszaé sie po orbicie eliptycznej, stycznej
do powierzchni Ziemi. Po jakim czasie sztuczny satelita
wyladuje.

Rozwiazanie:

Wykorzystujgc Il prawo Keplera mozemy zapisaé, ze:
2

T a )
T | (R)’

Przeksztatémy teraz réwnanie (6.1) w taki sposéb, aby

(6.1)

mozna byto na jego podstawie wyznaczy¢ parametr T:

T.=T (%)E. (6.2)
Z treSci zadania wynika rowniez, ze:

2a=R,+R=R,+3R, =4R,, (6.3)
a stad mamy:

a=2R,. (6.4)

Wykorzystujgc réwnania od (6.3) do (6.4) rownanie (6.2)
mozemy przepisa¢ do nastepujacej postaci:

3

T =T 2R =T 2 .
3RZ 3

Poniewaz sztuczny satelita porusza sie wokot Ziemi po

orbicie kotowej to dziatajg na niego nastepujace sity: sita

grawitacji oraz sita doSrodkowa bedaca przyczyna ruchu

ciata po okregu. Poréwnajmy teraz ze soba te dwie sily,
woéwczas otrzymujemy, ze:

(6.5)

F,=F,, (6.6)
gdzie
2 2 RZ
Fd=m-%:{co:—:>v:mR}:m =mo’ R
Wowczas mamy:
ma? R = A (6.7)
R

Na podstawie réwnania (6.7) predkos¢ kata jest réwna:

GM 2Tc GM
TR (3R,)
Z rbwnania (6.8) mozemy teraz obliczyé okres T, ktory jest
réwny:

3
T=2n (3RZZ) =67 3RZ.
\ R} \ ¢

Wyznaczone réwnanie na okres T dane jako zaleznosé
(6.9) podstawiamy teraz do réwnania (6.5) wéwczas otrzy-
mujemy:

o

Wykorzystujac zalezno$¢ (6.10) czas po jakim wylgduje
satelita jest réwny:

(6.8)

(6.9)

(6.10)

:I zzh.

OdpowiedzZ: Czas po jakim satelita wyladuje wynosi okoto
2 godziny.
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Wybrane zagadnienia z mechaniki nieba - czesé Iv

Zadania cz. 2

Marcin Wesotowski

Zadanie 7. Scatkowac¢ réwnanie ruchu prostoliniowego w zagad-
nieniu 2 ciat. Zatozy¢ dodatkowo, ze energia catkowita
uktadu jest réwna zero. W chwili poczatkowej odlegtosé
wzajemna ciat jest rowna 7, .

Rozwiazanie:
Na podstawie tresci zadania oraz wczesSniejszych rozwazan
mozemy zapisagé, ze:

GMm

mr=-— .
2
T

(7.1)

Zauwazmy, ze mozemy nieco uprosci¢ réownanie (7.1) dzie-
lac go obustronnie przez m, wéwczas mamy:

r=-— GIZVI. (7.2)
T

Postepujgc analogicznie jak w pierwszej czeSci rozwazan
zwigzanych z mechanika nieba pomdézmy obustronnie
réwnanie (7.2) przez czynnik r,a nastepnie scatkujmy to
réwnanie wzgledem czasu dt:
GM :
r=-— /-1,

r2

(7.3)

jffdt:—GMI—fzdt,
T

Woéwczas rownanie (7.4) mozemy zapisaé jako:

2
l(rj :G—M+C,

7.5
2 : (7.5)

L. . . - dr p p .
JednoczeSnie pamietajac, ze:rzd—zv, wowczas réwnanie
t

(7.5) mozemy wyrazié jako:

(7.6)

Zgodnie z zatozeniem C > 0, wéwczas na podstawie réwna-
nia (7.6) mamy:

2GM

v=12 , (7.7)
r
:%:i 2(r}M (7.8)

Zatem na mocy réwnania (7.8) stuszna jest zaleznos¢:

1
r2dr = +J/2GM dt. (7.9)

Catkujemy réwnanie (7.9) w granicach od r,(¢)) do r(¢)
otrzymujemy:
3 3

2_ 42
! 3r° = +J2GM(t-t,),
2

(7.10)

lub

+Hi-t, (7.11)

2 3 3
)=———=| 1212 |.
3J2GM

Uwaga: Zauwazmy, ze do wyznaczenia lewej strony zalezno-
Sci (7.10) wykorzystaliSmy nastepujgcy wzér wynikajacy z
rachunku catkowego:

J'r% drzj-\/;drzgrz.

Przeprowadz teraz nastepujgca dyskusje:
2GM

I

1. Jezeli v,=r0>0, t=t,=0, v,=+ , wtedy

(t- t0) =

2 3 3
—| 17 |.
3v2GM
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Wtedy gdy t roSnie, to r rowniez roSnie.

2. Jezeli v, =10 <0, t=t,=0, v, =— /ZGM , wtedy
Iy
3 3

—(t—t ):#[r2 —rzj
" 32GM °r

lub

2 3 3
t—t )= ———| 1212 |,
e

Wtedy gdy t roSnie, to r maleje.

OdpowiedZ: Wnioski wynikajace z catkowania réwnania
ruchu w zagadnieniu dwéch punktéow materialnych zostaty
oméwione w dyskusiji.

Zadanie 8. Wyznaczy¢ predko$é, z jaka podczas catkowitego
zaémienia Stonca, cien Ksiezyca porusza sie po powierzch-
ni Ziemi, nie uwzgledniajgc poprawki wynikajgcej z orbital-
nego ruchu Ziemi. Dla uproszczenia przyjaé, ze zaCmienie
obserwowane jest w potudnie na rowniku, oraz, ze oS Ziemi
jest prostopadta do ptaszczyzny orbity Ksiezyca. Kierunki
obrotu Ziemi wokét wiasnej osi i ruchu orbitalnego Ksiezyca
sg zgodne. Odlegtosé Ksiezyca od Ziemi wynosi 7 =3.8-10°
km. Promieni Ziemi R, =6.4-10° km. Przyjac, ze miesiac
ksiezycowy (gwiazdowy) jest réwny 27¢. W rachunkach
uwzgledni¢, ze odlegtos¢ Ziemi od Stonca jest znacznie
wieksza niz odlegtosé Ksiezyca od Ziemi.

Rozwiazanie:
Przesuwanie sie cienia Ksiezyca zwigzane jest z obrotem
Ziemi wokot whasnej osi (Ax,) oraz z ruchem Ksigzyca po
orbicie (Ax,). Po czasie At przesunigcia te sg réwne:
2nR
Ax, =222 AL T, =14,

zZ

(8.1)

2
Ax, = nr

At, T, =28T,. (8.2)

K

Kierunek ruchu orbitalnego Ksiezyca i kierunek ruchu spi-
nowego Ziemi sg zgodne, wiec wypadkowe przesuniecie
cienia jest rowne. Wéwczas na podstawie réwnan (8.1)
oraz (8.2) mozemy zapisaé, ze:

R
Ax =Ax,—AX, =2n[i——zjm.

K TZ

(8.3)

Wykorzystujgc réwnanie (8.3) mozemy teraz wyznaczyé
predkoS¢ przesuwania sie cienia Ksiezyca, ktéra wynosi:

R
_Ax_ 2n£i——ZJ = 0.52 km/s.

=== (8.4)
At T, T,

v

Odpowiedz: Poszukiwana wartos¢ predkosci przesuwania
sie cienia Ksiezyca wynosi 0.52 km/s.

Zadanie 9. Planeta porusza sie po orbicie eliptycznej o duzej
potosi a i mimosrodzie e woko6t Stonca. Wykorzystujac
prawa zachowania energii mechanicznej i momentu pedu,
obliczy¢ wartosci tych wielkosci fizycznych. Mase Stonca M
i stalg grawitacji G przyjac jako znane.

Rozwigzanie:

Z treSci zadania wynika, ze planeta porusza sie po orbicie

eliptycznej wiec na samym poczatku, aby okresli¢ dwa pod-

stawowe parametry orbitalne (perycentrum i apocentrum).

W tym miejscu wyjasnijmy te dwa wazne pojecia:

® perycentrum to punkt potozony na orbicie eliptycznej,
ktéry jest najblizszy Srodkowi masy rozwazanego uktadu,
zwykle ciata centralnego o masie znacznie wiekszej od
mniejszego ciata obiegajgcego. Inaczej méwiac jest to
punkt najwiekszego zblizenia, ktory jest odpowiednikiem
perygeum;

® apocentrum to punkt potozony na orbicie eliptycznej, kto-
ry jest najbardziej odlegly od srodka masy rozwazanego
uktadu. Inaczej méwiac jest to punkt najwiekszego odda-
lenia, ktory jest odpowiednikiem apogeum.

Aby wyznaczy¢ wspomniane dwa punkty wykorzystajmy
réwnanie biegunowe orbity eliptycznej, ktore mozemy zapi-
sac jako:

p=— P (9.1)

Cl+e cosQ
gdzie p jest parametrem orbity eliptycznej (p=a-(1-¢*)), a
e jest jej mimoSrodem. Wéwczas rownanie (9.1) jest réwne:

a(1-¢€%)

= . (9.2)
l+e-cosg

W trakcie ruchu planety po orbicie eliptycznej kat ¢ bedzie
zmieniat sie w zakresie od 0° do 180°. Wéwczas na podsta-
wie réwnania (9.2) mamy:

® dla perycentrum

_a(1-¢) _a(1-e)(l+e)

= = a-(1-e)=q, 9.3

" 1+e-cos0 I+e ( )=4q (9:3)
@ dla apocentrum

B a-(1-¢%) _a-(I-e)(1+e)

> 1+e-cosl180 1-¢

=a-(1+e)=0Q. (9.4)

Korzystajgc z zasady zachowania energii mechanicznej i
momentu pedu mozemy zapisac:

2
mv; GMm _ E, (9.4)
2 I
2mEr’+2GMm’r-k* = 0. (9.5)

Zauwazmy, ze réwnanie (9.5) jest rownaniem kwadrato-
wym, ktére mozemy uprosci¢ do nastepujacej postaci:
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otr2+Br+y=0, (9.6)

gdzie stuszne sg nastepujace zaleznosci:

Y

L+, =-——, LL,=—, L+I,=2a. (9.7)
o o

Niech E = OMm

, hastepnie w oparciu o réwnania (9.3)

oraz (9.4) mamy:

2

a(l—e)~a(l+e):—2k 5
m

(9.8)
Wykorzystujgc powyzsze zaleznoSci oraz wykonujgc proste
przeksztatcenia otrzymujemy:
IS _ k%
( GMmj GMm?*’
2m| —
2a

a’(l-e’)=-

(9.9)

Przeksztatcajgc rownanie (9.9) tatwo mozna pokazaé, ze:

k:JGMmza(l—ez).

Odpowiedz: Poszukiwane réwnania zostaty wykazane.

(9.10)

Zadanie 10. W jaki spos6b anomalia rzeczywista zalezy od
czasu w ruchu parabolicznym w zagadnieniu 2 ciat (réwna-
nie Barkera)?

Rozwigzanie:
Wykorzystujac rozwazania przedstawione w | i Il czeSci arty-
kutu zwigzanego z mechanika nieba mozemy zapisac ze:

= p

= (10.2)
I+e-cose

Zauwazmy, ze réwnanie (10.1) jest okreslane jako
réwnanie opisujgce krzywa stozkowa, gdzie p jest para-
metrem elipsy (p =a(l—ez) ), gdzie a jest duza pobtosia
orbity, a e jest jej mimoSrodem:

a(l-¢’
el
l+e-cosep 1l+e-cose

(10.2)
Zatézmy dla uproszczenia, ze ciato znajduje sie w peryhelium
orbity wéwczas ¢ =0, wiec réwnanie (10.2) jest réwne:

a(l-¢’) a(l-e)i+e)
B 1+e -

r=
I+e-cose

a(l-e)=q. (10.3)

Poniewaz rozwazamy ruch ciata, dla ktérego torem jest
parabola, wiec na mocy wczesSniejszych rozwazan e = 1,

wéwczas z rownania (10.2) otrzymamy:
p=r-(l1+e-cosp). (10.4)

Wéwczas na podstawie powyzszych zatozen mamy:

p=r~(l+e'cosq))=r+r-e-cosq) =r+r1

=q+q=2q. (10.5)
Na podstawie rownania (10.5) mozemy zapisa¢, ze:
— (10.6)
1+cos¢p

Zauwazmy, ze z wzorow trygonometrycznych wynika, ze:

1+c05(p:2-cos2%,wéwczas réwnanie (10.6) dane jest

jako:

(10.7)

Upraszczajac rownanie (10.7) wykorzystaliSmy funkcje try-
gonometryczng secans, ktéra jest odwrotnoscig cosinusa.
Aby okresli¢ ruch po paraboli nalezy wykorzystaé rownanie
okreslajagce catke pdl w postaci:

rfp=c, (10.8)
Nastepnie wykorzystajmy zalezno§¢ na moment pedu:

c=K= G~M~a~(1—ez),w()wczas mozemy zapisaé, ze

c? =p-u, gdzie p jest parametrem elipsy a u=GM. Takie
podejScie sprawia, ze réwnanie (10.8) mozemy wyrazi¢
jako:
rlo=2qu. (10.9)
W oparciu o powyzsze zaleznoSci mozemy zapisagé, ze:

2

a4 |de_ [21q, (10.10)
cos? @ | dt
2
lub
2
949 =2nqdt. (10.11)
cos* =
2

Nastepnie dla wygody dalszych obliczen rozpiszmy lewg
strone réwnania (10.11) do nastepujgcej postaci:

,  sin? ¢ + cos’ ¢
q 5 2 ; 2 4¢=\2nq dt, (10.12)
cos® = cos’ =
2 2
lub
1 a7
—J2uqdt=q (1+tg2 9]—2. (10.13)
2 2 COS2 9
2
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W wyniku catkowania réwnania (10.13) otrzymujemy, ze:

p(t—t,) o 1 50.
L S
\E 3T ETRE

q2

(10.14)

Uwaga = w powyzszych obliczeniach wykorzystaliSmy naste-
pujace zaleznosci:

¥
Loy, dZ-ody, —2-, (10.14a)
2 2 2 @
COS™ —
a2
2 [ dy _ (10.14b)
[Tz ey
COSZ('D cos’y
¢
tng 2
t
[—2a2=]-Edy=[tg"wdagy)
cos? ? 2 cos” y
3
:tgyzltggg
3 3°2

(10.14c¢)

OdpowiedZ: Rownanie (10.14) nosi nazwe réwnania Barkera
i wyraza ono zwigzek miedzy anomalig prawdziwa i czasem
jaki uptynat od chwili przejScia ciata przez peryhelium swo-
jej orbity.

Zadanie 11. Kometa Halley’a, dla ktdérej parametry orbitalne
wynoszg odpowiednio e = 0.967281, a = 17.047 au zbliza sie
do Stoca. W jakim okresie czasu, w ciggu jednego obiegu,
kometa znajdzie sie blizej Storca niz Ziemia. Obliczyé szukany
odstep czasu przyblizajac rzeczywista orbite komety orbitg
paraboliczng o tym samym peryhelium. Przyjaé, ze Ziemia
porusza sie wokot Stornca po orbicie kotowej o promieniu
a,= 1 au, a okres obiegu Ziemi wokét Storica wynosi T, = 1 rok.

Rozwiazanie:
Aby rozwigzaé to zagadnie wykorzystajmy w tym miejscu
réwnanie opisujace krzywa stozkowa:

r=— P (11.1)

Cl+e- cosQ
Zgodnie z trescig zadania mamy przyblizyé rzeczywistg
orbite komety na orbite paraboliczng (dla ktérej na pod-
stawie wczesniejszych rozwazahn przyjmujemy, ze e = 1),
woéwczas mamy:

r=—2P ,
1+cos¢

(11.2)

gdzie tak jak poprzednio p jest parametrem elipsy. Jezeli
zatozymy, ze rozpatrywana kometa znajduje sie w peryhe-
lium orbity to w oparciu o rownanie (11.2) otrzymujemy:

_a(1-¢€%) P

= . (11.3)
1+1-cosO0 2

Nastepnie przeksztatémy rownanie (11.1) w taki spos6b
aby mozna byto wyznaczy¢ na jego podstawie parametr p.
Dodatkowo wykorzystajmy zatozenia wynikajgce z tresci
zadania, wowczas mamy:

p=r(l+e-cosp)=r+1-€-COSQ

=r+r=q+q=2q. (11.4)
Po podstawieniu odpowiednich wartosci mamy, ze:
p=2q=1.1155au. (11.5)
Wykorzystajmy teraz Il prawo Keplera, niech:
2
T2 A (11.6)
GM
lub
4 2.3 4 2 3
GM=""2 T % (11.7)
T T,

Nastepnie niech stuszna bedzie zaleznosé:

lau®
GM =p =4n* .
H Lrok2 }

Aby wyznaczyé poszukiwany czas wykorzystajmy do tego
celu rownanie Barkera, ktére mozemy wyrazi¢ jako:

t—t, = %(H— p), |2 (11.8)

Nastepnie w oparciu o zaleznos¢ (11.8) mozemy zapisac:

‘c=2(t—t0)=§(r+p) 2r-p
2 2a,—p
~Z(a + . 11.9
3( 0 p) 47'(2 ( )

Upraszajgc prawa strone tozsamosci (11.9) mozemy zapi-
sa¢, ze:

1
T :E(ao'i'p)\/zao_p

=0.211101 lat ~ 0.21 lat. (11.10)

OdpowiedZ: Poszukiwany okres odstepu czasu wynosi w
przyblizeniu 0.21 lat.

Zadanie 12. Sztuczny satelita Ziemi wystrzelony zostat z rowni-
ka w kierunku Ziemi. ZnaleZ¢ taki stosunek promienia orbity
satelity do promienia Ziemi, przy ktdérym satelita perio-
dycznie przelatuje nad miejscem, skad zostat wystrzelony,
doktadnie co dwie doby. Promien Ziemi R, = 6400 km.

Rozwiazanie:
Dane:t=2T, =48", T,=24", R, =6400km, r="?

Rozwazmy dwa nastepuje przypadki, niech
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a) o, > ®,woéwczas mamy:

ogt=w, t+2m. (12.1)

Podzielmy teraz obustronnie réwnanie (12.1) przez t woéw-
czas mamy:

0, t+21 2n

(12.2)

S =0y

t t
Podstawmy teraz warunki wynikajace z tresci zadania wow-
czas mamy:
2 2 2 3
e L S L (12.3)
T, 2T, T, T, T,
Nastepnie poréwnajmy ze sobg dwie sity dosrodkowa i gra-
witacji co mozemy zapisac jako:
GM,m

2
T

mg o T = (12.4)
Uprosémy teraz réwnanie (12.4) dzielgc je obustronnie
przez mg:

o; 1’ =GM, . (12.5)

Wykorzystujgc réownanie (12.3) lewg strone réwnania
(12.5) mozemy wyrazi¢ jako:
2.3
o 2r —GM,,
TO

(12.6)

jednoczesnie pamietajac, ze: g= Rzz

my: z

, wowczas otrzyma-

on’r’ s
=gR’. (12.7)
T, :

Po prostych przeksztatceniach réwnania (12.7) mozemy
zapisac, ze:

T2
Lo 0B s, (12.8)
R, 9n"R,
W drugim przypadku mamy, ze:
b) o, <®,wéwczas mozemy zapisac, ze:
ogt=0,t-2m (12.9)

Postepujac jak w podpunkcie a) fatwo mozna pokazaé, ze:

T
O, =—.
S
T,

0

(12.10)

Dokonajmy teraz rowniez analogicznego poréwnania sity
dosrodkowej i grawitacji jak w podpunkcie a), wowczas
mamy:

GM,mg

mg o, T = S (12.11)

Przeprowadzajgc analogiczne rozumowanie jak w pod-
punkcie a) otrzymujemy, ze:

=10.57.

(12.12)

OdpowiedZ: Poszukiwane stosunki promieni dane sg odpo-
wiednio zalezno$ciami (12.8) oraz (12.12).
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Orientacja.na sferze niebieskie]
Dobowy ruch sfery meblesklej

Obserwator, ktory znajduje sie w dowolnym miejscu na powierzchni Ziemi odnosi wrazenie, ze znajduje sie w
Srodku pétkulistej czaszy usianej gwiazdami, a czasza ta wydaje sie mu nieco sptaszczona. Okazuje sie, ze niektore
rozwazania astronomiczne wygodnie jest omawia¢ wykorzystujac to ztudzenie optyczne obserwatora.

Marcin Wesotowski

Przyjmijmy wiec, ze ciata niebieskie potozone sg na
powierzchni kuli, w Srodku ktérej znajduje sie obserwator.
Powierzchnie takiej hipotetycznej kuli nazywamy sferg nie-
bieska, ktéra stanowi ztudzenie wynikajace z ograniczonej
mozliwosci percepcji odlegtosci przez obserwatora (umie-
jetnosci te nie siegajg dalej niz klasyczny zasieg widnokre-
gu). Skala odlegtosci w jakiej znajdujg sie obiekty astrono-
miczne jest tak duza, ze obserwacje wizualne nieba nocne-
go nie dostarczajg informacji o ich rzeczywistej odlegtosci.
Wszystkie ciata niebieskie, ktére obserwujemy wydaja sie
byé rownoodlegte, inaczej méwiac jakby byty przymocowa-
ne do wnetrza kuli o duzym, ale nie znanym promieniu.
Jednoczes$nie ciata niebieskie potozone sa na powierzchni
sfery niebieskiej, ktorej Srodkiem jest obserwator.

Aby utatwi€ orientacje na sferze niebieskiej wyrdézniamy
nastepujace punkty oraz linie:

Zenit (oznaczenie Z) - jest to punkt znajdujacy sie na
maksymalnej wysokosci na sferze niebieskiej nad pozycja
obserwatora (nad jego gtowa).

Nadir (oznaczenie Nd) - jest to przeciwny punkt wzgle-
dem zenitu, ktory potozony jest najnizej pod obserwatorem
na sferze niebieskiej. Punkt ten jest niewidoczny, gdyz
przestania go powierzchnia Ziemi.

Linia fgczaca zenit z nadirem to pion, inaczej mowiac
zenit i nadir to punkty, w ktorych linia pionowa przecina
sfere niebieska. Kat pomiedzy osig lokalnego pionu a kie-
runkiem, w ktorym obserwujemy wybrane ciato niebieskie
okreslany jest kgtem zenitalnym.

Ptaszczyzna pozioma - jest to ptaszczyzna prostopadta
do pionu, ktéra przechodzi przez miejsce obserwacji, czyli
Srodek sfery niebieskiej. Ponadto ptaszczyzna ta dzieli

Nd

Rys. 1. Zalezno$¢ geometryczna miedzy zenitem, nadirem i horyzontem. W punkcie
O znajduje sie obserwator.
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sfere niebieskg na dwie pétkule: goérng (widoczna dla
obserwatora) i dolng (niewidoczng dla obserwatora).

Horyzont - jest to okrag, wzdtuz ktoérego ptaszczyzna
pozioma przecina sfere niebieskg (Rys. 1).

Dokonujgc obserwacji sfery niebieskiej przez dtuzszy
czas (np. kilka godzin) dochodzimy do wniosku, ze gwiazdy
nie zmieniajg swojego potozenia wzgledem siebie, lecz
wykonuja ruch kolisty po drogach, ktére okreSlamy rowno-
leznikami niebieskimi wokét jednego punktu na sferze nie-
bieskiej (Rys. 2). Punkt ten okreslamy jako biegun pétnocny
niebieski (oznaczenie B1). Zauwazmy, ze relatywnie blisko
bieguna niebieskiego pétnocnego znajduje sie Gwiazda
Polarna. Czesto biegun niebieski p6tnocny utozsamiany
jest z Gwiazda polarna, jednakze takie przyblizenie nie jest
poprawne.

Obecnie pétnocng Gwiazdg polarng jest najjasniejsza
gwiazda Matej NiedZwiedzicy (Matego Wozu) czyli Alfa
Ursae Minoris (zwana tez Polaris), ktorej jasnos¢ wyno-
si 1.97 magnitudo i pod wzgledem jasnosci wizualnej
zajmuje ona dopiero 46 pozycje. Jej odlegtosé od Ziemi
wynosi 430 lat Swietlnych (rok Swietlny to jednostka odle-
glosci stosowana w astronomii i oznacza odlegtosé, jakg
pokonuje Swiatlo w prézni w ciggu jednego roku julian-
skiego). Cechg charakterystyczng Gwiazdy Polarnej jest
to, ze praktycznie w ciggu nocy nie zmienia swojego poto-
Zenia, podczas gdy pozostate gwiazdy kraza wokét bieguna
(tzw. gwiazdy okotobiegunowe) lub wschodza i zachodza.
Dlatego tez Gwiazde Polarng od wiekéw wykorzystywano
do okreslenia kierunkoéw Swiata.

Rys. 2. Slad ruchu kolistego wykonywanego przez gwiazdy pofozone na sferze niebieskiej.
Fotografie wykonano uwzgledniajgc dfugi czas naswietlania.

Na to ktéra z rzeczywistych gwiazd jest Gwiazdg
Polarng wptywa precesja osi Ziemi, czyli zmiana Kierunku
osi obrotu obracajgcego sie ciata. Orientacja osi zmienia
sie cyklicznie w ciggu tzw. roku platonskiego, trwajacego
okoto 26 tysiecy lat. W 2000 roku Polaris znajdowata sie
w odlegilosci okoto 44 minut kgtowych od pétnocnego
bieguna niebieskiego, powoli zbliza sie do niego i najblizej
Znajdzie sie 24 marca 2100 roku.
® 0OS Swiata jest prosta przechodzgca przez poétnoc-

ny biegun niebieski, miejsce obserwacji oraz drugi

punkt, w ktorym o$ Swiata przebija sfere niebieska
nazywamy biegunem niebieskim potudniowym (ozna-
czenie B,). W przypadku Polski biegun ten jest niewi-
doczny.

® Plaszczyzna réwnika niebieskiego jest to ptaszczyzna
prostopadta do osi Swiata i przechodzaca przez miejsce
obserwacji.

® RoOwnik niebieski jest to okrag, wzdtuz ktérego ptaszczy-
zna réwnika niebieskiego przecina sfere niebieskg. ROw-
nolezniki niebieskie to okregi, po ktérych poruszajg sie
gwiazdy w swoim ruchu dobowym. Ptaszczyzny réwnolez-
nikéw sa réwnolegle do ptaszczyzny réwnika niebieskie-
g0, a wiec prostopadte do osi Swiata. Kota wielkie to kofa,
ktére przechodza przez srodek sfery niebieskiej. Wynika
stad, ze ptaszczyzny horyzontu astronomicznego i rowni-
ka niebieskiego sg kotami wielkimi.

® Potudnik niebieski (potudnik lokalny) jest to koto wielkie

przechodzace przez zenit, nadir i bieguny niebieskie. Po-
tudnik niebieski to miejsce, w ktérym zachodza kulmi-
nacje ciat niebieskich. Poprzez kulminacje nalezy rozu-
mie¢ gorowania (osiggniecie maksymalnej wysokosci w
czasie obrotu sfery niebieskiej) i dotowanie (osiggniecie
minimalnej wysokosci w czasie obrotu sfery niebieskiej)
danego ciata niebieskiego np. gwiazdy. Dodajmy, ze te
dwa rodzaje kulminacji zachodzg na tym samym okregu
wielkim (potudnik lokalny, potudnik niebieski).

Punkty przeciecia potudnika z horyzontem okreSlamy

jako punkt pétnocny N i punkt potudniowy S, przy czym

punkt N potozony jest blizej pétnocnego bieguna niebie-
skiego. Linie N-S czyli prosta, wydtuz ktérej potudnik nie-

B, Poludnik niebieski

Rys. 3. Wzajemne pofozenie biegunéw niebieskich (B, i B,), rownika i potudnika
niebieskiego oraz punktéw kardynalnych horyzontu.
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N

Nd

Rys. 4. Wysokoé¢ horyzontalna gwiazdy.

bieski przecina ptaszczyzne horyzontu nazywamy potu-
dnikiem geograficznym miejscowym. Punkty przeciecia
rownika niebieskiego z horyzontem to punkty wschodu
E i zachodu W. Przy czym punkt wschodu E potozony
jest po tej samej stronie horyzontu, po ktorej wschodzi
Stonce. Punkty N, S, E i W sg okreSlane jako kardynalne
punkty horyzontu (Rys. 3).

® Wysoko$¢ horyzontalna gwiazdy to kat, jaki tworzy kieru-
nek ku gwiezdzie z ptaszczyzng horyzontu (Rys. 4).

Dobowy ruch sfery niebieskiej

Widomy ruch catej sfery niebieskiej w astronomii sfe-
rycznej okreslany jest mianem ruchu dziennego (dobowe-
g0) nieba. Poniewaz obserwator znajduje sie na powierzch-
ni Ziemi, ktéra wiruje z zachodu na wschod, wiec odnosi
wrazenie, ze to on jest nieruchomy a otoczenie, czyli sfera
niebieska wiruje w kierunku przeciwnym. Jest to ztudzenie
podobne do tego, jakiemu ulegamy jadac np. pociggiem
lub samochodem wydaje sie nam, ze otoczenie (drzewa,
domy, itp.) przemieszczajg sie do tytu.

Konsekwencjg tego, iz odzwierciedleniem ruchu wiro-
wego jest ruch dobowy sfery niebieskiej jest fakt, ze
oS Swiata jest rownolegla do osi rotacji Ziemi, a réwnik
niebieski jest rownolegly do rownika ziemskiego. Kat jaki
tworzy o$ Swiata z ptaszczyzng horyzontu obserwatora
jest réwny szerokosci geograficznej miejsca obserwa-
cji (katy o ramionach wzajemnie prostopadtych, jak na
Rys. 5). Tak wiec petny obroét sfery niebieskiej nastepuje
w czasie rownym obrotowi Ziemi wokét wiasnej osi, to
znaczy w ciggu jednej doby gwiazdowej, ktora jest okoto
4 minuty krotsza od doby uzywanej w zyciu codziennym
(doby stonecznej).

Gwiazda poruszajgc sie w ruchu dobowym po réwnolez-
niku przechodzi dwukrotnie w ciggu doby gwiazdowej przez
potudnik; raz gdy znajduje sie najwyzej nad horyzontem
(goérowanie) i drugi raz gdy znajduje sie najnizej wzgledem

Rys. 5. Zalezno$¢ ustawienia sfery niebieskiej od szerokosci geograficznej ¢ miejsca
obserwaciji.

horyzontu (dotowanie). Gwiazdy, ktore znajdujg sie blisko
bieguna pétnocnego niebieskiego sg zawsze nad horyzon-
tem, a gwiazdy znajdujace sie blisko bieguna niebieskiego
potudniowego znajdujg sie zawsze pod horyzontem, czyli sg
one niewidoczne dla obserwatora. Natomiast rownolezniki,
po ktérych poruszajg sie gwiazdy wschodzace i zachodzace
zgrupowane sg w poblizu réwnika niebieskiego i przecinaja
horyzont w dwoch punktach. Gdy gwiazda wytania sie spod
horyzontu moéwimy woéwczas o wschodzie gwiazdy, gdy
chowa sie za linig horyzontu méwimy woéwczas o zachodzie
gwiazdy.

Dodajmy, ze wszystkie gwiazdy wschodzg po wschodniej

Rys.6. Deklinacja gwiazdy.
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Rys. 7. Ruch dobowy sfery niebieskiej.

stronie sfery niebieskiej a zachodzg po zachodniej stronie
sfery niebieskiej. Punkty wschodu lub zachodu obserwowa-
nej gwiazdy nie nalezy myli¢ z punktami kardynalnymi E i W.

Obserwujac ruch réznych gwiazd mozna dojs¢ do wnio-
sku, ze wysokosé gwiazdy w chwili kulminacji gornej oraz
dtugos¢é tuku réwnoleznika widoczna nad horyzontem
zaleza od odlegtoSci katowej jej réwnoleznika od ptaszczy-
zny réwnika. Tq odleglosé katowa w astronomii okreslamy
jako deklinacje gwiazdy. Inaczej méwigc jest to kat, jaki
tworzy kierunek do gwiazdy z ptaszczyzna réwnika niebie-
skiego (Rys. 6). Natomiast gwiazdy, ktére sg potozone nad
réwnikiem w kierunku bieguna niebieskiego p6tnocnego
majg deklinacje dodatnig, na rowniku majg deklinacje
rébwng zero, a pod réwnikiem maja deklinacje ujemna.
Ponadto biegun niebieski pétnocny ma deklinacje réwna
+ 90° a biegun niebieski potudniowy ma deklinacje
réowng - 90°. Kazda gwiazda odbywa ruch dobowy po
wiasciwym réwnolezniku w kazdym dniu w ciggu roku (z
wyjatkiem Stonica, Rys. 7).

Stonce jest gwiazdg najblizszg Ziemi i do jego ruchu
dobowego po sferze niebieskiej stosujemy przedstawione
w tym artykule prawidtowosci. Stofice wytania sie spod
horyzontu po stronie wschodniej sfery niebieskiej a zacho-
dzi po stronie zachodniej. Wschod StoAca to moment,
w ktérym gorny punkt tarczy stonecznej przekracza linie
horyzontu, natomiast zachdd Storfica to moment, w ktérym
Stonce chowa sie ponizej horyzontu.

Wydawaé by sie mogto, ze Stonce ,wschodzi” znad hory-
zontu, to tak naprawde ruch Ziemi powoduje, ze Stonce sie
pojawia. lluzja poruszajacego sie Stonca wynika z faktu, ze
obserwatorzy ziemscy znajdujg sie w ruchomym uktadzie
odniesienia. Ten pozorny ruch jest tak przekonujgcy, ze
wiele kultur zbudowato mitologie i religie wok6t modelu
geocentrycznego, ktéry panowat, dopdki Mikotaj Kopernik
nie sformutowat swojego modelu heliocentrycznego w XVI
wieku.

W ciggu dnia wysokosé Stofica nad horyzontem wzra-

Rys. 8. Zachéd Storica na Marsie — fotografia wykonana przez tazik Spirit (Foto. NASA).

sta do momentu gérowania, a nastepnie maleje do chwili
zachodu. Moment, w ktérym StoAce znajduje sie w czasie
goérowania na potudniku niebieskim okreslamy jako potu-
dnie stoneczne, a moment dotowania to pétnoc stoneczna.
W czasie gérowania Stonce potozone jest najwyzej nad linig
horyzontu wiec przedmioty na powierzchni Ziemi rzucajg
najkrotszy cien.

Sledzac dtugos¢ cienia rzucanego przez pionowo usta-
wiony pret (gnomon) mozemy przekona¢ sie, ze cien jest
najkrotszy w chwili, gdy StoiAce znajduje sie najwyzej nad
horyzontem. Ciefi gnomonu wskazuje wtedy kierunek N-S,
a wiec gnomon moze stuzy¢é do wyznaczenia potudnika
miejscowego (geograficznego). Czes¢ réwnoleznika, po kt6-
rym porusza sie Stonce nad horyzontem nazywamy tukiem
dziennym. Natomiast dzien to okres od wschodu do zacho-
du StonAca, a noc to okres od zachodu do wschodu Stonca.
Okres czasu miedzy dwoma kolejnymi gérowaniami Stonca
nazywamy dobg stoneczna.
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W pierwszej czesci tego artykutu przedstawione zostaly najwazniejsze informacje i pojecia zwiazane z astronomiczna

rachuba czasu.

Marcin Wesotowski

Astronomia jest jedng z najstarszych nauk zajmuja-
cych sie wyjasnianiem i analiza ruchéw ciat niebieskich.
Jednym z fundamentalnych problemoéw astronomii jest
astronomiczna rachuba czasu. Méwiac o czasie w sensie
czysto astronomicznym mamy na mysli przewaznie krotkie
odstepy czasu zwigzane z dobg, a wiec z ruchem obro-
towym Ziemi. W astronomii praktycznej miarg czasu jest
zawsze kat godzinny ruchu okreslonego punktu na sferze
niebieskiej. Czas okreSlamy wiec jako pewien kat i tym
ttumaczy sie stosowanie jednostek czasowych do okresle-
nia katéow godzinnych. Przy wyznaczaniu odstepow czasu
czesto w praktyce sg stosowane jeszcze nastepujgce
zjawiska: drgania krysztatow, okresowe zmiany wewnatrz
atomoéw, ruch wahadta, itp. Podane powyzej przyktady zja-
wisk fizycznych stuza do budowy coraz to doktadniejszych
instrumentéw odmierzajacych czas.

Dokonujgc analizy astronomicznej rachuby czasu skupi-
my sie na nastepujacych zagadnieniach: czas gwiazdowy,
czas stoneczny i czas strefowy.

Czas gwiazdowy

Wraz z ruchem dziennym sfery niebieskiej Scisle zwigza-
ne jest pojecie czasu gwiazdowego. Jezeli gwiazdy bylyby
nieruchomymi punktami potozonymi na sferze niebieskiej,
to za obiekt stuzacy do wyznaczania czasu gwiazdowe-
go moglibysmy wybraé tak naprawde dowolna gwiazde.

Wowczas moglibySmy mierzy¢ czas jej katem godzinnym.
Jednakze gwiazdy nie nalezg do obiektow astronomicz-
nych, ktére sa SciSle nieruchome, tak wiec nie mozemy
ich traktowa¢ jako nieruchome punkty sfery niebieskiej.
Dlatego, ze w ich potozeniach wystepuja niewielkie wza-
jemne przesuniecia. Aby w miare dokfadnie dokonaé
pomiaréw czasu najlepiej jest go powigzaé z uktadami
wspotrzednymi. Najlepszym takim uktadem w tym przypad-
ku bedzie drugi uktad wspotrzednych réwnikowych.

Rys. 1. Zwigzek czasu gwiazdowego & z katem godzinnym t i rektascensjg a.
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W rachubie czasu za podstawowy punkt sfery niebieskiej
nalezy przyja¢ punkt réwnonocy wiosennej i kat godzinny
tego punktu nazywamy czasem gwiazdowym. Réznica
czasu pomiedzy kolejnymi kulminacjami gérnymi punktu
réwnonocy wiosennej w astronomii nosi nazwe doby gwiaz-
dowej.

Z Rys. 1. wynika, ze: koto PZKP'RP - oznacza potudnik,
KHVRK - réwnik, P - biegun pétnocny, S - potozenie ciata
na sferze niebieskiej, V - punkt rownonocy wiosenne;j.

Korzystajac z definicji kata godzinnego t i rektascensji o
wynika, ze kat godzinny § punktu réwnonocy wiosennej V
(czyli czas gwiazdowy, 9) jest suma tych dwéch katow.
Dlatego tez jego wartos¢ jest rowna:

9=t+a. (1)

W szczegblnym przypadku w momencie kulminacji gor-
nej, wtedy, gdy t = O, dla tego momentu mamy:

9=0+a=a. 2)

Na podstawie réwnania (1 i 2) mozemy stwierdzi¢, ze
czas gwiazdowy w takim przypadku jest réwny rektascens;ji
ciat niebieskich w ich momencie goérowania. Wynika stad
bardzo praktyczna rzecz, ze czas gwiazdowy moze by¢
wyznaczony obserwacyjnie, jezeli zaobserwujemy moment
kulminacji ciata niebieskiego o znanej rektascens;ji o.

Czas stoneczny

Decydujgce znaczenie podczas obserwacji astronomicz-
nych ma czas gwiazdowy. Jednakze czas ten nie znajduje
wiekszego zastosowania zwigzanego z egzystowaniem
ludzi. Zycie cztowieka, zwigzane jest Scisle ruchem dzien-
nym naszej jedynej gwiazdy znajdujgcej sie w Uktadzie
Stonecznym - Stonca. Wsréd wielu zjawisk zachodzacych
na sferze niebieskiej pierwotny cztowiek nauczyt sie odroz-
nia¢ Swiatto od ciemnoSci. Catg dobe podzielit na dwie cze-
Sci: dzien - to jest od wschodu Stofca, az do jego zachodu
i noc od zachodu do wschodu Stonca.

Wraz z dalszym rozwojem cywilizacji cztowiek uczyt sie
dzieli¢ dzien i noc na mniejsze jednostki czasowe. Juz
okoto 3000 roku p.n.e. w starozytnym Egipcie wprowadzo-
no pojecie godziny. System ten zakiadat, ze dzieh zostanie
podzielony na 12 godzin dziennych i noc na 12 godzin
nocnych. Taki wtasnie system stosowali takze Grecy, skad
przejeli go Rzymianie i Arabowie, a od nich narody euro-
pejskie czasow Sredniowiecza. Taki system podziatu doby
pozostat zasadniczo niezmieniony do czaséw dzisiejszych.

Wraz ze znaczacym rozwojem astronomii przyjeto za
podstawowag miare czasu kat godzinny Srodka tarczy
stonecznej. R6znica czasu miedzy kolejnymi gérnymi lub
dolnymi kulminacjami Srodka tarczy stonecznej nosi nazwe
prawdziwej doby stonecznej. Czas kulminacji gérnej to
prawdziwe potudnie, a chwila kulminacji dolnej to praw-
dziwa pétnoc. W obecnym czasie za poczatek prawdziwej
doby stonecznej przyjmuje sie pétnoc. Dlatego tez prawdzi-
wy czas stoneczny T, okreSlamy jako kat godzinny srodka
tarczy stonecznej t, powigkszony o 12", Wéwczas stuszna
bedzie nastepujgca zaleznosé:

Foto. 1. Zegar stoneczny (zrédfo: wikipedia).

(3)
T, =t, +12".

Prawdziwy czas stoneczny wskazujg zegary stoneczne.
Gtéwng czeScig tego mechanizmu jest pret skierowany
ku biegunowi pétnocnemu. Tworzy on z ptaszczyzng hory-
zontu kat ¢, ktory jest rowny szerokosci geograficzne;.
Wskazowka zegara jest cien rzucany przez pret. Ptaszczyzny
poprowadzone przez Stonce i pret sg ptaszczyznami kot
godzinnych Stonca. Cien rzucany przez pret zegara stonecz-
nego znajduje sie w ptaszczyZnie kota godzinnego Stonca.

W tym miejscu nalezy zwrécié uwage na istotny fakt,
moéwigcy o tym, ze prawdziwy czas stoneczny nie jest cza-
sem jednostajnym. Jednym z gléwnych powodow takiej
sytuacji jest fakt, ze kat godzinny Srodka tarczy stonecznej
nie narasta jednostajnie. Wynika stad, ze poszczegdine
doby stoneczne nie sa sobie rowne, gdyz Stofice porusza
sie z rézng predkoscig po ekliptyce. Jednakze, gdyby
predkoSé Stonca byla stata, to katy godzinne Stonca nie
narastatyby jednostajnie, gdyz rzuty na réwnik réwnych
tukéw ekliptyki w réznych miejscach nie sg jednakowe.
Aby dokonaé w miare doktadnie rejestracji zachodzacych
zjawisk fizycznych jak i astronomicznych wymagany jest
tzw. czas wzrastajgcy jednostajnie. Mozemy go otrzymac
poprzez wprowadzenie pojecia Sredniego Stonca, ktéry
bedziemy traktowaé, jako punkt matematyczny. Dzieki
takiemu podejsciu ruch Stonca odbywa sie ze statg pred-
kosciag katowa, ktora jest rowna Sredniej predkosci katowej
rzeczywistego ruchu Stonca po ekliptyce. Z potraktowania
Sredniego Stonca jako punktu matematycznego wynika, ze
rektascensja o storica Sredniego jest rowna jego Sredniej
dtugosci ekliptycznej A .

T, =t +12". (4)

Ro6znice pomiedzy rektascensjg Sredniego stonca a rek-
tascensja Srodka tarczy Stonca rzeczywistego w astronomii
nazywamy rownaniem czasu.

Réwnanie to mozemy zapisaé jako:

E :—7.7-sin(79° +x)+9.5~sin(2x), (5)
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Rys.2. Wykres réwnania czasu.

gdzie A oznacza dtugosé ekliptyczna Stonca prawdziwego,
a wspotczynniki -7.7 oraz 9.5 wyrazone sg w minutach.

Inaczej moéwigc réwnanie czasu okresla roznice pomie-
dzy czasem prawdziwym stonecznym i Srednim przy zatoze-
niu, ze oba te czasy obliczamy jednoczes$nie.

Aa=T,-T;. (6)

Przebieg rownania czasu mozna przedstawi¢ w nastepu-
jacy sposob, jak na rysunku 2.

Czas strefowy

Ziemia w swoim ruchu wirowym wykonuje w stosunku
do Stonca obrét o 360° w ciggu 24 godzin. Wynika z tego,
ze w ciggu godziny Ziemia obraca sie o kat 15°, a wiec
w ciggu minuty o ¥ °. Konsekwencjg tego jest fakt, ze
Stonce goruje w miejscowoSciach o réznych dtugosciach
geograficznych w r6znym czasie. Oznacza to, ze na réznych
dtugoSciach geograficznych mamy rézne czasy miejscowe.

Zatézmy, ze patrzymy od strony pétnocnego bieguna
Ziemi na Ziemie wirujgcg wokoét wiasnej osi na tle sfery
niebieskiej. Na rysunku 3 zaznaczono nastepujace punkty:
punkt PN oznacza biegun pétnocny, punkt Greenwich G
(A=0°), punkt A to miejscowoS¢ potozona na zachéd od
Greenwich, punkt B miejscowosé potozong na wschod

B
s
PN B G . o
N A,
A

Rys.3. Gérowanie storica na potudniku Greenwich.

od Greenwich oraz S to Stonce. Rysunek 3 przedstawia
moment, gdy Stonce gbruje na potudniku Greenwich tzn.
jest tam stoneczne potudnie: t, = 12%. Niech dtugosc
geograficzna miejscowosci A wynosi A, = 15° W, a dtugosc
geograficzna miejscowosci B wynosi A, = 15° E. Poniewaz
Ziemia w ciggu godziny obréci sie z zachodu na wschod
o 15°, wiec Stonce gorowato juz na potudniku w miejsco-
wosci B godzine wczesniej, a bedzie gorowaé na potudniku
w miejscowosci A za godzine. Z przeprowadzonej analizy
wynika bezpoSrednio, ze w miejscowosci B jest godzina
13%, a w miejscowosci A jest godzina 11%.

Na podstawie tak przeprowadzonej analizy mozemy
wyciggnaé nastepujace wnioski:

t, =110  t =12%,
A=15°W, A, =00,

t,_13%,
A= 15°E

Nalezy pamietaé, ze czas miejscowy rowny jest czasowi
w Greenwich pomniejszonemu o diugosé geograficzng
danego miejsca obserwacji wyrazong w mierze czaso-
wej (15° dtugosSci geograficznej odpowiada 1 godzina).
Wowczas obowigzuje tutaj nastepujgca zasada: dtugosci
geograficzne zachodnie sa dodatnie, a dtugosci geograficz-
ne wschodnie sg ujemnie. Dla dwéch réznych miejscowosci
A i B mozemy zapisaé¢:

t=tg+ A,

7
t, =tg +2A,. "

Odejmujgc stronami powyzsze rownania otrzymujemy:
Lh—ty=2—2,. (8)

Otrzymana roznica czaséw miejscowych w dwoch miej-
scowosciach A i B jest réwna réznicy dtugosci geograficz-
nych pomiedzy tymi miejscowosSciami.

Gdyby na roznych potudnikach regulowano zegarki
wedtug czaséw miejscowych, to wskazywatyby one rézne
czasy, nawet w miejscowosciach potozonych bardzo blisko
siebie. Aby uniknaé tej niedogodnosci wprowadzono na
Ziemi 24 strefy czasowe (rys.4), z ktérych kazda obejmuje
obszar 15° dtugosci geograficznej. W strefach sasiednich
czas roézni sie o jedna godzine. Srodek pierwszej strefy
wyznacza potudnik A =0° (Greenwich), ktéry obejmuje
obszar od 7,5° W az do 7,5° E. W catej tej strefie czas liczo-
ny jest wedtug czasu stonecznego miejscowego potudnika
A,=0°. Czas w tej strefie nazywamy czasem uniwersalnym
(UT - Universal Time).

Na wschdd od strefy czasu uniwersalnego w kazdej
strefie czas zwieksza sie o jedna godzine, a na zachéd
w kazdej strefie czas pomniejsza sie o jedng godzine.
WeZmy pod uwage np. pétnoc czasu uniwersalnego. W strefie
potudnika -1" (na wschod) jest godzina 1° po p6tnocy
dnia 10.07, w strefie -2" jest godzina 2% po pétnocy
dnia 10.07 itd. Przesuwajgc sie tak dalej na wschod
stwierdzamy, ze w strefie -12" jest godzinna 12%
w potudnie dnia 10.07. Natomiast w strefie potud-
nika +1" (na zachod) jest o godzine wczesniej niz
na potudniku O" czyli jest 23° przed p6tnoca dnia
9.07. Natomiast w strefie +2" jest godzina 22° przed

Mechanika nieba - wydanie specjalne - Fizyka w Szkole 2/2026



10.07 godzina 12" w poludnie

Rys. 4. Podziat Ziemi na 24 strefy czasowe.

potnocg dnia 9.07 itd. Wreszcie w strefie +12" jest
godzina 12° w potudnie dnia 9.07.

Rozwazania zwigzane ze zmiang czasu a w konsekwen-
cji i daty SciSle sg zawiazane np. z podrézowaniem z Azji do
Ameryki. W celu podjecia préby wyjasnienia tego problemu
postuzymy sie nastepujacym przykltadem. Dwaj podrozni,
z ktérych jeden dotart do potudnika L = 12" od zachodu
a drugi od wschodu, datowali dzien odmiennie i rézniliby
sie w rachubie daty o jeden dzien. Na potudniku tym zgod-
nie z zasada czasu strefowego powinna, zatem nastapic
zmiana daty. Ustalono, ze granica daty nie biegnie SciSle
wzdtuz potudnika L = 12" (180°) lecz przebiega przez
Ocean Spokojny nie przecinajgc wysp i lgdéw. Zmiany daty
dokonuje sie zazwyczaj o najblizszej pétnocy - po przekro-
czeniu linii zmiany daty (rys. 5).

Z przedstawionego przyktadu wynika, ze dwa statki prze-
ptywajg przez linie zmiany daty. Statek A ptynacy z Ameryki

AZJA AMERYKA

9.07 godzina 12" w poludnie

< [ statek A

Statek B [___| »

Rys.5. Przekraczanie linii zmiany daty.

do Azji ma date 9.07 - z tg datg wptynat w obszar, gdzie
trwa data 10.07. Za 12 godzin konczg sie jednocze$nie
dwie daty: 9.07 i 10.07 na poktadzie statku, w obszarze,
w ktory wplynat statek. O potnocy zaczyna sie w tym obsza-
rze kolejny dzien 11.07. Na statku zatoga dostosowuje sie
do daty obowigzujacej. W dzienniku poktadowym stwier-
dzono, wiec, ze po 9.07 nastapit 11.07. Jeden dzien to jest
10.07 zostat ,zgubiony”.

Natomiast statek B ptynagcy z Azji do Ameryki przekroczyt
linie zmiany daty majac na pokfadzie 10.07 i wptynat do
strefy, w ktorej obowigzuje 9.07. Za 12 godzin koAczg sie
dwie daty: 10.07 na statku i 9.07 w strefie, do ktérej wptynat
statek. W trym momencie w strefie zaczyna sie data 10.07.
Na statku zatoga dostosowuje sie do tej daty. W dzienniku
poktadowym po 10.07 pojawia sie 10.07 w strefie, do ktorej
wplynat statek. W takim przypadku dzien 10.07 jest dniem
liczonym dwa razy.

Piarwiza kwadra

W * -
‘
Poinia S Zwrmia Fidiw
O o
Y b B R ——

Oslalnia kwadra

Rys. 6. Fazy Ksigzyca.
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Ponadto za podstawe rachuby czasu moze takze postu-
2yC:
® ruch obiegowy Ksiezyca wokot Ziemi, ktory definiuje po-
jecie miesigca,
® ruch obiegowy Ziemi wokét Stonca, ktéry definiuje poje-
cie roku.
Ponizej przedstawiamy najwazniejsze definicje terminéw
stosowanych w astronomii, ktére sg konsekwencjg rachuby
czasu.

Miesiac synodyczny - to czas pomiedzy dwiema wystepu-
jacymi po sobie tymi sami fazami Ksiezyca (np. od nowiu
do nowiu, od petni do peni, itp.). Srednia warto$é tego
czasu wynosi 29 dni 12 godzin 44 minuty i 3 sekundy (tj.
29,531 sredniej doby stonecznej). Inaczej méwigc miesigc
synodyczny okreSla réznice pomiedzy dtugoscia ekliptyczng
Stonca i Ksiezyca.

Ponizej przedstawiamy kilka fotografii tarczy Ksiezyca
podczas réznych jego faz.

Miesiac gwiazdowy (syderyczny) - to czas, w ktérym
Ksiezyc obiegnie dokota Ziemie i wréci do tego samego
miejsca na niebie posrod gwiazd. Czas jego trwania wynosi
27 dni 7 godzin 43 minuty i 11.5 sekundy co oznacza, ze
jest on krotszy od miesigca synodycznego Srednio o okoto
2 dni.

Miesiac smoczy (drakoniczny) - to Sredni czas, w ktérym
Ksiezyc przechodzi przez dokfadnie ten sam wezet swojej
orbity. Czas jego trwania jest rowny 27 dni 5 godzin 5 minut

i 35.9 sekundy co daje 27.212(2) dnia. Nazwa tego mie-
sigca odnosi sie do mitycznego smoka, ktéry zamieszkuje
wezly orbity i pozera Ksiezyc lub Stofice w czasie zaémien
tych ciat niebieskich. Wezet wstepujacy, w ktérym znajdu-
je sie glowa smoka, okreSlany jest jako caput draconis,
a w wezZle zstepujgcy usytutowany jest ogonem smoka
cauda draconis. W tym miejscu wyjasnimy, ze wezty orbity
Ksiezyca usytuowane sg w punktach, w ktérych przecina
on ptaszczyzne ekliptyki.

Rok zwrotnikowy - oznacza czas pomiedzy dwoma przej-
Sciami Stonca przez punkty réwnonocy wiosennej (punkt
Barana). Punkt Barana nalezy do jednego z dwdch punk-
tow przeciecia ekliptyki z réwnikiem niebieskim. Inaczej
méwiac jest to czas rozpoczecia astronomicznej wiosny na
potkuli poétnocnej. W obecnym - 2022 roku - rozpoczecie
astronomicznej wiosny miato miejsce 20 marca o godzinie
16:33. W tym miejscu warto zauwazyé, ze punkt Barana
obecnie nie znajduje sie w konstelacji Barana tylko w gwiaz-
dozbiorze Ryb. Sytuacja ta jest konsekwencjg precesji osi
obrotu Ziemi, ktéra co 25800 lat zatacza petny okrag.
Precesja osi obrotu jest konsekwencjg oddziatywania gra-
witacyjnego miedzy Ksiezycem a Stoncem.
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[1] E. Rybka, 1970, Astronomia ogélna, PWN, Warszawa.
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W drugiej czesci artykutu poswieconego astronomicznej rachubie czasu przedstawione zostaly przedstawione
przyktadowe zadania rachunkowe wraz z ich rozwiazaniami, ktore dotycza rachuby czasu.

Marcin Wesotowski

Zadanie 1.

Gwiazda o rektascensji o =14"13" i deklinacji
6 =+19°.5 wschodzi w pewnej miejscowosci o godzi-
nie S, = 5"40™ miejscowego czasu gwiazdowego. Obliczyé
momenty gérowania i zachodu gwiazdy w miejscowym
czasie gwiazdowym oraz szeroko$Sé geograficzng miejsca
obserwacji.

Uwaga: dla utatwienia rozwazan wptyw refrakcji atmos-
ferycznej mozna pomingc.

Rozwigzanie:
Aby rozwigzaé to zadanie skorzystajmy z definicji czasu
gwiazdowego S, ktéra mozemy wyrazi¢ jako:

S=t+a, (1.1)

gdzie t oznacza kat godzinny a « jest rektascensja.
Zauwazmy, ze w momencie kulminacji gornej kat godzinny
t = 0, wéwczas réwnanie (1.1) przyjmuje postac:

S=a. (1.2)

Oznacza to, ze w momencie kulminacji gérnej czas
gwiazdowy S jest rowny rektascens;ji a. Dlatego dla momen-
tu gérowania czas gwiazdowy wynosi Sg=14“13m.

0d momentu wschodu do momentu gérowania uptywa:

AS=S,-S,, =8"33". (1.3)
Poniewaz momenty wschodu i zachodu sg symetryczne
wzgledem gérowania, zatem:

S, =S, +AS=22"46". (1.4)

Aby wyznaczy¢ szeroko$¢ geograficzng miejsca obserwa-
cji wykorzystajmy nastepujaca zaleznoSeé:

cost=-tgotgo, (1.5)
gdzie d i ¢ oznaczajg odpowiednio deklinacje i szerokosé
geograficzng miejsca obserwacji. Z rownania (1.5) tatwo
mozna pokazaé ze, szerokosé geograficzna miejsca obser-
wacji dana jest jako:

=arct _cost
¢ & tgd ’

Poniewaz wschod rozwazanej gwiazdy miat miejsce
oS, = 5"40™ czasu miejscowego, zatem mozemy zapisaé,
ze:

(1.6)

Sy = +t,,. (1.7)

Przeksztatcajac réwnanie (1.7) tatwo mozemy policzy¢
ze w momencie wschodu kat godzinny t, dany jest jako:

ty =Sy —o=-8"37". (1.8)

Podstawmy teraz réwnanie (1.8) do rownania (1.6) i wow-
czas poszukiwana szeroko$¢ geograficzna miejsca obser-
wacji jest rowna ¢ ~ 60°14’.
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Odpowiedz:
Moment  gbérowania gwiazdy ma  miejsce 0
14"13™, moment zachodu gwiazdy ma miejsce
0 22"46™ a szerokos¢ geograficzna miejsca obserwacji wynosi
@ ~60°14".

Zadanie 2.

Kat godzinny rozwazanej gwiazdy jest réwny t=2"51"02°
. Lokalny czas gwiazdowy wynosi S=4"17"20°". Obliczy¢ ile
wynosi rektascensja rozwazanej gwiazdy?

Uwaga: Przypomnijmy naszym czytelnikom ze rektascensja
(wznoszenie proste o) - jest to kat dwuscienny pomiedzy
ptaszczyzng kota wielkiego przechodzacego przez o$ Swiata
i dane ciato niebieskie a ptaszczyzng przechodzacy przez o$
Swiata i punkt Barana y - réwnonocy wiosennej (liczony od
punktu Barana w kierunku z zachodu na wschod i wyrazany
W mierze czasowej; godzinach, minutach, sekundach).

Rozwigzanie:
Aby rozwigzac to zadanie wykorzystajmy ponownie defi-
nicje czasu gwiazdowego (zadanie 1, rownanie 1.1):

S=t+a, (2.1)

gdzie t oznacza kat godzinny a « jest rektascensja.
Przeksztatémy teraz réwnanie (2.1) w taki sposob aby
mozna byto na jego podstawie wyznaczy¢ poszukiwang
rekalescencje naszej gwiazdy. Wowczas mozemy zapisac:

S—t=a. (2.1)

Po podstawieniu odpowiednich wartosci otrzymujemy,
ze rektascensja naszej gwiazdy wynosi a =1"26"18".

Odpowiedz:
Rektascensja
a=1"26"18°.

rozwazanej gwiazdy jest réwna

Zadanie 3.

Jaki interwat czasu gwiazdowego uptywa od dotowania
Kapelli (o, =5"15") do gérowania Wegi (a, =18"36™).

Uwaga: Poprzez dotowanie danej gwiazdy (np. Stonca)
nalezy rozumie¢ moment czasu w ktérym gwiazda (Stonce)
znajduje sie najnizej nad horyzontem. Natomiast géro-
wanie gwiazdy (Stonca) oznacza sytuacje przeciwng tzn.
gwiazda w danym momencie czasu znajduje sie najwyzej
nad horyzontem.

Rozwigzanie:

W przypadku dotowania gwiazdy mozemy zapisaé, ze:

T,=t+a, (3.1)
gdzie 1, =12".

Natomiast w przypadku gérowania mozemy zapisac¢, ze:
ng =hLta,, (3.2)

gdzie ¢, =0".

Rys. 1. Wzajemne pofozenie Wegi i Kapelli (obraz wygenerowano z programu Stellarium
na dzieri 1.09.2022 godzina 20:00). Gwiazda Kapella znajduje sie w gérnej czesci rysunku
a Wega w $rodkowej jego czesci.

W oparciu o powyzsze zaleznoSci mozemy okreslié
poszukiwany interwat czasu gwiazdowego:

AT, =T, —T, =(t,+0,)—(t, +o,) =1"21". (3.3)
Odpowiedz:
Interwat czasu gwiazdowego od dotowania gwiazdy
Kapelli do gorowania Wegi wynos AT, =1"21".

Zadanie 4.

Udowodnié, ze w dniach réwnonocy na catej kuli ziem-
skiej, z wyjatkiem biegunéw, dzien trwa 12" .

Uwaga:

Réwnonoc okresla moment kiedy nasza dzienna gwiaz-
da (Stonce) przechodzi przez jeden z dwdch punktow,
w ktoérych ekliptyka przecina réwnik niebieski, czyli koto
wielkie lezgce w pfaszczyznie prostopadtej do osi obrotu
sfery niebieskiej. Z taka sytuacjg mamy do czynienia dwa
razy do roku:

a) 20/21 marca w tym czasie Stonce przechodzi przez
punkt Barana. Wéwczas na potkuli pétnocnej rozpoczyna
sie rownonoc wiosenna, a w przypadku pokuli potudnio-
wej rownonoc jesienna.

b) 22/23 wrzesnia w tym czasie Stonce przechodzi przez
punkt Wagi. Wéwczas na p6tkuli pétnocnej rozpoczyna
sie rébwnonoc jesienna, a w przypadku pokuli potudnio-
wej rownonoc wiosenna.

Rozwigzanie:

Aby udowodnié, ze dzien na catej kuli ziemskiej (z wyjat-
kiem biegunéw) trwa 12" skorzystajmy z trojkata paralak-
tycznego przestawionego na rys.2.:

W omawianym przypadku stuszne jest wiec nastepujgce
réwnanie:

cos z = sin(¢)sin(d) + cos(¢) cos(d) cos? . (4.2)
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Rys. 2. Tréjkat paralaktyczny — inaczej méwigc trojkat ktory potozony jest na sferze niebie-
skiej, w ktorym sg ustalone wierzchotki takie jak: zenit (Z), biegun niebieski (P) oraz obiekt
(np. gwiazda — G). Natomiast katy wierzchotkowe to: azymut (180° — A), kat godzinny (t)
oraz kat paralaktyczny. Zauwazmy, Ze kat ktory jest potozony przy obiekcie (gwiazda — G)
nie zostat zaznaczony na rysunku, gdyz w znacznej wigkszosci przypadkéw jest on nie-
potrzebny do obliczen.

Jezeli zatozymy ze:

6=0° -90°<¢@<90° z=90°.

Woéwczas réwnanie (4.1) przyjmuje nastepujgca postac:
c0s90° = sin(¢h) sin(d) + cos(¢) cos(d) cos? . (4.2)
Poniewaz wartos¢ funkcji cos 90° = O wowczas otrzy-
mujemy:
0 = sin(¢@)sin(d) + cos(¢) cos(d) cost. (4.3)
Przeksztatcmy rownanie (4.3) w taki sposéb aby wyzna-
czy€ cos t:
cost = —tgd tge. (4.4)
Po podstawieniu powyzszych wartosci mamy:
6=0, cost=0,wowczas t=190°.

Poniewaz 1" to 15° wowczas t = 6".
Zatem poszukiwana dtugo$é dnia wynosi: D = 2¢ =12".

Odpowiedz:
Dtugosé dnia na catej kuli ziemskiej z wyjatkiem biegu-
néw trwa 12"

Zadanie b.

Wyznacz godzine mierzong czasem gwiazdowym w chwi-
li, gdy kat godzinny gwiazdy gbérujacej na dwie godziny
przed punktem Barana, wynosi 22".

Rozwigzanie:
Rozpatrywana gwiazda goéruje:
_nh
T,=t,+a, t,=0". (5.1)

Punkt Barana goéruje:

h
T,=t=0". (5.2)
Wéwczas
T,-T,=2" (5.3)

Zatem, po podstawieniu

a, =-2", (5.4)

2" +24" = 22", (5.5)
Tak wiec goérowanie rozpatrywanej gwiazdy wynosi:

T, =a,+t, t=22". (5.6)
T, = 22" 422" = 44" + 20" =20". (5.7)

Odpowiedz:
Otrzymany wynik oznacza, ze jest nastepna doba gwiaz-
dowa.

Zadanie 6.

Wyznaczanie daty Wielkanocy jako przyktad astronomicznej
rachuby czasu.

Z astronomiczng rachubg czasu zwigzane jest miedzy
innymi poprawne wyznaczenie daty Wielkanocy. Podczas
Soboru Nicejskiego w 325 roku n.e. ustalono, ze Wielkanoc
nalezy obchodzi¢ w pierwszg Niedziele po pierwszej wiosen-
nej petni Ksiezyca (tzw. paschalna petnia Ksiezyca). Ta zasa-
da jest przetozeniem na solarny w swej naturze kalendarz
julianski daty ,14 nisan” z religiinego kalendarza hebraj-
skiego, ktory jest kalendarzem lunarno - solarnym. Data
14 nisan w kalendarzu hebrajskim oznacza poczatek Swieta
Paschy, wokét ktérego miaty miejsce wydarzenia zbawcze.
Zatem Wielkanoc jest Swietem ruchomym. Moze ona wypasé
najwczesniej 22 marca, a najpdzniej 25 kwietnia.

Istnieje wiele r6znych algorytméw stuzacych do wyzna-
czania daty Wielkanocy, jednak najczesciej stosuje sie dwa
podejScia. Pierwszym podejsciem jest algorytm Gaussa
a drugim algorytm Meeusa. Pierwszy algorytm (Gaussa)
zostat juz opisany w jednym z naszych poprzednich arty-
kutéw (Gronkowski P., Wesotowski M., 2017, Dlaczego
Wielkanoc nie ma ustalonej daty?, Fizyka w Szkole
z Astronomig, nr 3, str. 9 - 13). Dlatego tez w tym artykule
skupimy sie na analizie podejscia zaproponowanego przez
Meeusa, ktory zostat opisany w 1991 roku w Astronomical
Algorithms.

Schemat algorytmu:
1. Rok dzielimy przez 19 i wyznaczamy reszte a.
2. Rok dzielimy przez 100, a wynik zaokraglamy w dét (od-
cinamy czeS¢ utamkowa) i wéwczas otrzymujemy licz-
be b.
3. Rok dzielimy przez 100 i wyznaczamy reszte c.
4. Obliczamy: b dzielimy przez 4, wynik zaokraglamy w dét
i woéwczas otrzymujemy liczbe d.
5. Obliczamy: b dzielimy przez 4 i wyznaczamy reszte e.
6. Obliczamy: (b + 8) dzielimy przez 25, wynik zaokraglamy
w dot i wowcezas otrzymujemy liczbe f.
7. Obliczamy: (b - f + 1) dzielimy przez 3, wynik zaokragla-
my w dét i wéwczas otrzymujemy liczbe g.
8. Obliczamy: (19-a+ b - d - g + 15) dzielimy przez 30
i wyznaczamy reszte h.
9. Obliczamy: ¢ dzielimy przez 4 i wynik zaokraglamy w doét
i otrzymujemy cyfre i.
10.0bliczamy: ¢ dzielimy przez 4 i wyznaczamy reszte k.
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11.0Obliczamy: (32 +2- e + 2 i - h - k) dzielimy przez 7 Po wywotaniu programu otrzymujemy poszukiwane roz-

i otrzymujemy reszte I. wigzanie:
12.0bliczamy: (a + 11 - h + 22 - 1) dzielimy przez 451, wy-
nik zaokragglamy w dét i otrzymujemy liczbe m. O[3 orm
13.0bliczamy: (h + | = 7 - m + 114) dzielimy przez 31 (2020, kwietnia 12
i otrzymujemy reszte p. 2021. kwietnia 4
14.Dziehn Wielkanocy = p + 1. 2022. kwistnia 17
15. Miesigc = Zaokraglenie w dét dzielenia (h + | - 2023. kwietnia 9
7-m+ 114) przez 31. 2024, marca 31
Wykorzystujgc schemat algorytmu Meeusa napisz 2025, kwietnia 20
w dowodnym jezyku (Srodowisku) program wyznaczajacy 2026, kwietnia 5
date Wielkanocy w latach 2020 - 2050. 2027, marca 28
2028, kwietnia l&
Rozwiazanie: 2029, kwietnia 1
W tym miejscu zachecamy wszystkich naszych czytel- 2030, kwietnia 21
nikéw do samodzielnej pracy. Jako przyktadowe rozwigza- 2031, kwietnia 13
nie przestawiamy schemat algorytmu Meeusa napisany 2032, marca 28
z wykorzystaniem programu Mathematica. 2033. kwistnia 17
Powyzszy algorytm zostat zapisany w formie listy: 2034. kwietnia 9
2035, marca 25
z=0; 203e. kwietnia 13
lista= {}; 2037, kwietnia 35
For[rok = 2020, rok <= 2050, rok +=1, 2038. kwietnia 25
2039. kwietnia 10
a = Mod[rok, 13] ¢ 2040. kwietnia 1
2041. kwietnia 21
b = Quotient[rok, 100] 2042. kwizstnia 6
o = Mod [rok, 100] ; el
5 : 2044. kwietnia 17
d = guotient(k, 4] ; EEIJIS_. kwietnia 9
204¢. marca 25
&= Med(b, 4] 2047. kwietnia 14
2048. kwietnia 5
f = Quotient[b+ 8, 25]; 204%, kwietnia 18

| 2050, kwietnia 10/

g=Quotient[b-£+1, 3];

h=Mod[l9%wa+b-d-g+15, 30];

i = Quotient[e, 4]; Odpowiedz:
W powyzszej liScie wyznaczone zostaty daty Wielkanocny
k=Mod[c, 4]: w latach 2020-2050 w oparciu o algorytm Meeusa.

a=Mod[32+28+29-h-k, T]:
u=gQuotientfa+1lh+22=, 451]:

x = Quotient[h+s~-Tu+ 114, 31];
yoeModfh+2=-Tus+lld; 31]; (sdzien Wielkano
miesiac = If(x « 3, marca, kwiatnia]:
If(xe3, Z=z+1, 2]

AppendTo[lista, {N[rok], miesiac, yn+1}]]

MatrixForm[lista]
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Wybrane zagadnienia

E o

astrofizyki gwiazdowe]

Marcin Wesotowski

Podstawowym Zrodtem informacji o gwiazdach jest ich
widmo, ktére charakteryzuje sie rozktadem natezenia
poszczegblnych linii widmowych. Inaczej méwigc widmo
informuje nas o stopniu wzbudzenia fotosfery. Na tej pod-
stawie mozemy oszacowaé temperature i ciSnienie panu-
jace w fotosferze gwiazdy. W tym miejscu przypomnijmy,
ze fotosfera rozwazanej gwiazdy (np. Stofca) to najbardziej
zewnetrzna, powierzchniowa warstwa gwiazdy.

W tym miejscu ponownie zwracam sie z apelem o prze-
strzeganie zasad towarzyszacych bezpiecznej obserwacji
tarczy Stonhca.

Jasnos¢ gwiazd

W astronomii jasno$é definiuje sie jako catkowitg
iloS¢ energii elektromagnetycznej emitowanej w jednostce
czasu (strumien promieniowania, F) przez gwiazde, galak-
tyke lub inne ciato niebieskie np. komete. Termin ten stuzy
do okreSlenia pozornej jasnosci obiektu, czyli jak jasny
jest obiekt dla obserwatora. Jasnos¢ ciata niebieskiego m,
ktéra odpowiada strumieniowi promieniowania F dana jest
nastepujgcg zaleznoscia:

m=-2,5log,,F+C=-2,5logF+C. (1)

Jednostka jasnosSci danego ciata niebieskiego
jest wielkos§¢ gwiazdowa, ktéra zwana jest takze

o
£
@
(=
o
j<t
a
|
i)
S
e

jako magnitudo. Zauwazmy, ze w réwnaniu (1) po
jego prawej stronie pojawita sie stata C, ktéra usta-
la punkt zerowy dla logarytmicznej skali jasnosci
i moze byé przyjeta w catkowicie dowolny sposéb.
Wykorzystujgc réownanie (1) zapiszmy je dla dwoch
dowolnych Zrodet swiatta:

m,=—2,5logF +C

{ ,==2,5logF +C, )

m, =—2,5logF, +C.

Dla uktadu réownan (2) wykonajmy teraz odejmowanie
stronami, wéwczas otrzymamy, ze:

m, —m, =—2,5logF, +C—(-2,5logF, +C). 3)

Przeksztatcajgc rownanie (3) mozemy zapisac, ze:

m,—m, =—2,5logF +C+2,5logF, -C. (4)

Wykonajmy teraz redukcje wyrazéw podobnych w réw-
naniu (4):

m, —m, =—2,5logF +2,5logF,. (5)

Nastepnie wylgczmy przed nawias staty czynnik -2.5, co
mozemy wyrazi¢ jako:

m, —m, =-2,5(logF, —logF, ). (6)

Prawa strone rownania (6) mozemy nieco uproscié wyko-
rzystujgac wtasnosci logarytméw - logarytm ilorazu dwéch
liczb jest rowny réznicy logarytmow tych liczb. Wéwczas row-
nanie (6) mozemy wyrazi¢ w nastepujgcej postaci:
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(7)

F
m, —m, =-2,5log—.
2

Zauwazmy, ze Am=m, —m,, wiec réwnanie (7) jest
réwne:

E
Am=—2,510gF—1. (8)

2
Jezeli zatozymy, ze réznica jasnosci Am = 1 magnitudo,
odpowiada to stosunkowi strumieni:

E :lo(mz—ml)/z,S — 101/2,5 — 100.4 — 2’512.

2

9)

WielkoS¢é strumienia, ktéry dobiega od rozpatrywanej
gwiazdy do obserwatora w gléwnej mierze zalezy od dwoch
czynnikoéw. Pierwszy z nich stanowi catkowita moc promie-
niowania wysytanego przez gwiazde, a drugim czynnikiem
jest odlegtosé gwiazdy. Jezeli pominiemy wptyw odlegtosci
woéwczas bedziemy moéwié o jasnosci absolutnej badanej
gwiazdy.

Rozwazmy teraz nastepujgcy przyktad: wyobrazmy sobie
dowolng gwiazde, ktéra znajduje sie w odlegtosci ri ma ona
jasnos¢ obserwowalna m. Dokonujgc myslowego zabiegu,
przenieSmy te sama gwiazde na odlegtosc r i ponownie
zmierzmy jej jasnosé, ktorg oznaczymy jako M. Zauwazmy,
ze w pustej przestrzeni strumien jest odwrotnie proporcjo-
nalny do kwadratu odlegtosci, wiec pomiedzy strumieniem
wyjSciowym F a strumieniem F, Jaki zarejestrowalibySmy w
nowej lokalizacji r, zachodzi zwigzek:

2

5:%. (10)

F, r

Wykorzystujac ponownie zalezno$¢ (7) mozemy zapisac,
ze:

F

m—M:—Z,SlogF—:510gr—510gr0. (11)

0

Jezeli odleglosé r wyrazimy w parsekach i zatozymy
umownie, ze r, = 10 pc woéwczas rownanie (11) dane jest
jako:

m-M=5logr—5logl0.

(12)

Fotografia jasnej gwiazdy Alfa Centauri, ktéra jest najblizszym Uktadowi Stonecznemu
ukfadem gwiezdnym. Foto: NASA.

1 pc

Rys. 1. Graficzna ilustracja parseka.

Przypomnijmy, ze parsek to odlegtosé, dla ktérej kat
paralaksy (rowny potowie kata catkowitej rocznej zmiany)
potozenia Ziemi widzianej prostopadle do ptaszczyzny
orbity wynosi 1 sekunde tuku. Graficzng ilustracje parsek
przedstawiono na rys. 1.

Zauwazmy, ze zgodnie z poczgtkowym naszym zato-
zeniem podstawa logarytmu byta rowna 10 wiec réwna-
nie (12), a w szczegblnosSci drugi czton po jego prawej
stronie nieco sie upraszcza, to znaczy, ze: 5Slog,,10=5.

Woéwczas otrzymujemy, ze:
m-M=5logr-5. (13)

Przeksztatcajgc réwnanie (13), obliczmy na jego podsta-
wie jasno$¢é gwiazdy M, wowczas mamy:

M=m+5-5logr. (14)
Dodatkowo na podstawie rys. 1. mozemy zapisac:
lau lau 648000
1pc= T = 1 = au
tan ( ) tan - . L n
60-60 180
=206264,81au. (15)

Dodatkowo, aby podkreslié skale odlegtoSci wyrazong
poprzez parsek przeliczmy go jeszcze na podstawowg jed-
nostke odlegtosci stosowana w fizyce, czyli metry. Wiedzac,
ze: 1 au = 149597870700 m otrzymujemy:

Ipc=206264,81au= 3,085677581-10'° m. (16)

Otrzymany parametr M dany réwnaniem (14) jest
jasnoscig absolutng. Zauwazmy, ze réwnanie (14) jest
poprawne przy zatozeniu pustej przestrzeni miedzygwiezd-
nej, gdzie zakladamy, ze zmiana strumienia Swietlnego
zachodzi wytgcznie z przyczyn czysto geometrycznych.
W rzeczywistym przypadku Swiatto dochodzgce do obserwa-
tora jest ostabiane w wyniku jego oddziatywania z materig
miedzygwiazdowg. Zjawisko to opisujemy poprzez ekstynk-

Mechanika nieba - wydanie specjalne - Fizyka w Szkole 2/2026



52

cje miedzygwiazdowg (poczerwienienie miedzygwiazdo-
we). Oznacza to sume procesdéw pochtaniania i rozprasza-
nia Swiatta w przestrzeni miedzygwiazdowej przez znajduja-
cqg sie tam materie (pyt i gaz) miedzy emitujgcym obiektem
astronomicznym a obserwatorem.

Ekstynkcje w widmie ciggtym powoduje wytgcznie mate-
ria pytowa. W zwigzku z tym ciata niebieskie wydajg sie
dla obserwatora mniej jasne i bardziej czerwone niz sg
w rzeczywistosSci (synonim ekstynkcji - poczerwienienie).
Wynika to z faktu, ze ekstynkcja maleje ze wzrostem dtugo-
Sci fali Swiatfa. Dlatego gotym okiem nie jesteSmy w stanie
obserwowaé centrum naszej Galaktyki, mimo ze mozna je
badaé w innych zakresach widma, np. w zakresie mikrofal.
Obecnos$¢ ziaren pytu w obtokach miedzygwiazdowych
odgrywa kluczowa role w procesach formowania gwiazd.

W astrofizyce gwiazdowej pomiary strumienia promie-
niowania prowadzi sie zazwyczaj w skonczonym zakresie
widmowym, ktory definiowany jest poprzez przepuszczal-
nos¢ filtru barwnego ®(A) i czutoSé widmowg odbiornika
p(A). Niech taczny wynik dziatania odbiornika i filtra dany
jest jako:

f(R)=p(M)e(1), (17)
a norma funkcji f(A) jest dano jako:
[f(r)dr=1. 18)

0

Zauwazmy, ze funkcja f(A\) wyznacza pasmo fotome-
tryczne (inaczej barwe) dla ktorego okreSlona jest jasnosé
ciata niebieskiego (np. gwiazdy) o rozktadzie widmowym
promieniowania:

m, =—2.5log [ F(1)f (1)d%+const. (19)

0

Zazwyczaj w celu charakterystyki danego pasma wygod-
nie jest postuzyé sie Sredniag diugoscig fali (réwnanie (20))
lub efektywnej diugosci fali (rownanie (21)):

©

[£(x)ndn
Dy =2 : (20)
[£(r)dn
[E()F(r)rda
A =L (21)
[f(2)F(r)dn

Analizujac réwnanie (20) mozna zauwazyé, ze Srednia
dtugos¢ fali jest catkowicie okreSlona przez widmowy prze-
bieg czutosci fotometru. Natomiast z analizy rownania (21)
wynika, ze aktywna diugos¢ fali zalezy zarowno od czutoSci
fotometru i rozktadu widmowego obserwowanego promie-
niowania.

Wyznaczanie odleglosci do gwiazdy

Obliczenie odlegtosci do gwiazd stanowi jeden z fun-
damentalnych zagadnien wpisujacych sie w astrofizy-
ke gwiazdowa. Wyznaczenie tego parametru umozliwia
wyobrazenie o skali odlegtosci we Wszechswiecie, a takze
za jego pomoca mozemy obliczyé inne wazne parametry.
Okreslajgc odleglosé do gwiazd nalezy dokona¢ pomiaru
kata paralaksy heliocentrycznej gwiazdy. Inaczej moéwiac
nalezy wykorzystaé metode paralaksy trygonometrycz-
nej, w ktoérej podstawe (baze) stanowi orbita Ziemi wokot
Stonca, a pomiar kierunku do danej gwiazdy dokonujemy w
odstepnie czasu co p6t roku. Metodologia takiego pomiaru
zostata przedstawiona na rys.2.

Podkresimy, ze obserwacje astronomiczne w praktyce
sprowadzajg sie do Sledzenia (pomiaru) zmiany potozenia
monitorowanej gwiazdy na tle innych. Na podstawie rysun-
ku 2 w tatwy sposéb mozna zauwazyé, ze pomiedzy kgtem
paralaksy m, a odlegtoScig d od Stonca do danej gwiazdy
zachodzi prosta zalezno$c:

ten=2 (22)

d

Zauwazmy, ze zalezno$¢ dana réwnaniem (22) wynika
bezposSrednio z definicji funkcji trygonometrycznej tan-
gens. Poniewaz kat paralaksy m jest bardzo maty, wiec
tangens kata paralaksy m jest w przyblizeniu réwny warto-
Sci tego kata wyrazonego w radianach. Doktadniej mowigc
obowigzuje tu nastepujacy wzér: tgn~ .

Jezeli kat paralaksy m wyrazimy w sekundach tuku, a
odlegtos¢ uktadu Ziemia - Stonice przyjmiemy jako jednag
jednostke astronomiczng (1 au) to odlegtosé do gwiazdy
bedzie dana jako:

206264,81
=———au

"

T

d , (23)

gdzie w liczniku rownania (23) wykorzystaliSmy warto$é z
réwnania (15).

W rzeczywistosci wartosci kata paralaksy m sg bardzo
mate i nawet dla najblizszych gwiazd nie przekraczajg jed-
nej sekundy tuku, dlatego tez w astronomii powszechnie
uzywamy jednostek o wiekszych zakresach np. rok Swietlny
czy wspomniany juz parsek.
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Rys. 2. Paralaksa heliocentryczna, na rysunku przyjeto nastepujgce oznaczenia:
S to Storice, G to badana gwiazda, a jest $rednig odlegtoscig Ziemi os StoAca, d
jest poszukiwang odlegtoécig do obserwowanej gwiazdy, a 1 jest katem paralaksy.
Zauwazmy, ze gwiazda G znajduje sie w ptaszczyznie orbity Ziemi.

Jezeli odleglosé d do danej gwiazdy wyrazimy w par-
sekach, a paralakse w sekundach tuku to réwnanie (24)
przyjmuje nastepujgca postac:

d:ipc. (24)

T

Jako przykiad obliczmy w parsekach odlegtos¢ najbliz-
szej gwiazdy od Stonca - Proxima Centauri, ktéra jest
gwiazda typu czerwony karzet znajdujaca sie okoto 4,24 lat
Swietlnych od Ziemi, w gwiazdozbiorze Centaura. Jednakze
jej blask jest zbyt staby, aby mozna ja byto dostrzec gotym
okiem. W obliczeniach przyjmijmy, ze paralaksa heliocen-
tryczna tej gwiazdy jest réwna n=0",76850.

Wykorzystujgc rownanie (24) mozemy zapisaé, ze:

1

d=———=13pc.
0",76850

Uwaga:
Ze wzgledu na duze odlegiosci do gwiazd przedstawiona

prosta metoda paralaks trygonometrycznych moze by¢ sto-
sowana tylko do najblizszych gwiazd.

Predkos¢ gwiazdy

W uktadzie zwigzanym ze Stoficem wektor predkosci v
danej gwiazdy mozemy roztozy¢ na dwie sktadowe: tangen-
cjalna v, czyli sktadowg prostopadta do kierunku widzenia
i radialng v, czyli sktadowa rownolegta do tego kierunku.
Predkosc tangencjalna v, okresla zmiane potozenia danej
gwiazdy na tle innych z reguty bardziej odlegtych gwiazd.
Oznacza to, ze skifadowa tangencjalna predkosci jest
obserwowana jako ruch witadny gwiazdy na niebie. Rozktad
tych dwoch sktadowych predkosci zostat przedstawiony na
rys.3.

S

Rys. 3. Rozktad wektora predko$ci rozwazanej gwiazdy na dwie sktadowe: tangen-
cjalna i radialng. Na rysunku przyjeto nastepujace oznaczenia: S to Stonce, G to
gwiazda, d to odlegto$¢ gwiazdy od Storica, v to predko$c gwiazdy, v, iv, to sktadowe
predkosci gwiazdy odpowiednio tangencjalna i radialna.

Wykorzystujgc nasz wczesniejsze rozwazania wynikaja-
ce z mechaniki nieba oraz twierdzenie Pitagorasa mozemy
zapisac, ze:

(25)

2 2 2
Vo=V v

Zauwazmy, ze ruch wiasny gwiazdy y zazwyczaj wyraza
sie w sekundach tuku na rok. Oznacza to, ze znajgc ruch
wiasny rozpatrywanej gwiazdy mozemy okreslié wartosé
o jaki kat na niebie gwiazda ta przesunie sie w ciggu roku
na tle innych odleglych gwiazd. Znajac odlegtosé uktadu
Stonce - rozpatrywana gwiazda i jej ruch wiasny, ktory jest
matym katem mozemy obliczyé wartos¢é predkosci tangen-
cjalnej korzystajac z rys. 4.

Woéwczas mamy:

A%

tgu=—. (26)
gu q

Po prostych przeksztatceniach mamy:
v=dtgu=d—H" (27)

206264,81
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Rys. 4. Skfadowa tangencjalna predkosci v, gwiazdy i jej ruch wiasny u. Ponadto
przyjeto, ze: S to Stonce, G to gwiazda, d to odlegto$¢ gwiazdy od Storica.
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Zauwazmy, ze obliczona w ten sposob predkosé tan-
gencjalna wyrazona jest w parsekach na rok. Wykonajmy
teraz dla porzadku przeliczenie tej predkosci na bardziej
powszechne jednostki np. km/s. W tym celu wykorzystajmy
ponownie réwnanie (16) oraz przypomnijmy, ze:

1rok =365,2422 doby=365,2422 -24 godziny =
=365,2422-24-60 minut

=365,2422-24-60-60s=3,156-10"s. (28)

Wykorzystujgc réwnania (16), (27)
mozemy zapisacé, ze:

i (28) ostatecznie

. 3,085677581-10"
' 3,156-107 -206264,81

-dp"=4,74011-d "

_ H s
=4,74011 nn[km s . (29)

PodkresSimy, ze ruch wtasny gwiazdy wyrazony zostat
w sekundach tuku na rok, a jej paralaksa w sekundach
tuku a predkosé w km/s.

Druga skfadowa predkosci gwiazdy, czyli predkosé
radialna jest mierzona w oparciu o zjawisko Dopplera.
Zgodnie z tym zjawiskiem dtugosé fali Swiatta dobiegajgca
do obserwatora od badanej gwiazdy (czyli w tym przypadku
zr6dta), ktore oddala sie z predkoscig v, wynosi:

x:xo-(nﬁj.
C

W réwnaniu (30) poszczegdlne symbole oznaczaja:
A, jest to dtugosc fali, ktéra jest wysytana przez gwiazde
(zrédto Swiatta), a ¢ stanowi predkos¢ Swiatta. Zauwazmy,
ze oddalanie sie od gwiazdy jako Zrodfa Swiatta powoduje
przesuniecie linii widmowych w kierunku podczerwieni.
Natomiast jezeli zrodto Swiatta zbliza sie do obserwatora
bedzie dawato to przesuniecie linii widmowych w kierunku
fioletu. Oznaczmy jeszcze roznice w diugosci fali wysytanej
i odbieranej przez AA, ktore jest rowne:

Ah=h—2,.

(30)

(31)

Wykonujac proste przeksztatcenie réwnania (30) moze-
my zapisac, ze:

D=y +hy 5. (32)
C

Nastepnie przeksztatémy dalej rownanie (32):

D= hy = Ay . (33)
C
Pomézmy teraz obustronnie réwnanie (33) przez ¢
i wykorzystajmy jednoczesnie zalezno$¢ (31), wowczas
mamy:

Ahc=L,V,. (34)
Wowczas ostatecznie otrzymujemy, ze:

A
v A (35)

Jezeli A > A\ to sktadowa radialna predkosci gwiazdy
(Zrédta swiatta) ma wartosé dodatnig i Zrodto oddala sie od
obserwatora. Natomiast jezeli A < A to sktadowa radialna
predkosSci gwiazdy (Zrédta Swiatla) ma wartoSé ujemna,
woéwczas gwiazda zbliza sie do obserwatora.
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Wybrane zagadnienia
astrofizyki gwiazdowej

cz. ll

Marcin Wesotowski

Nasza obecna wiedza o budowie wewnetrznej struktu-
ry gwiazd opiera sie w gtdwnej mierze na obserwacjach
astronomicznych, ktére dotyczg Stofica - jedynej gwiazdy
w Ukfadzie Stonecznym. Do tych obserwacji nalezy przygo-
towac sie z duzg stronnoscig, poniewaz obserwowana wiel-
koS¢ gwiazdowa Storica jest rowna mg = - 26.7 magnitudo.
Oznacza to, ze Stonce jest bardzo jasnym ciatem niebieskim
i obserwacje jego tarczy bez specjalistycznego zabezpiecze-
nia naszego wzroku mogg byé przyczyna uszkodzenia lub
w ekstremalnych sytuacjach utraty wzroku nawet na cate
zycie. Podkresimy, ze wielkoS¢é gwiazdowa danego obiektu
zalezy od mocy promieniowania, czyli jego jasnosci oraz
od odlegtosci od Ziemi. Zauwazmy, ze skala jasnoSci stoso-
wana powszechnie w astronomii jest odwrocona. Oznacza
to, ze im wielkos¢ gwiazdowa obserwowanego obiektu jest
matematycznie mniejsza, tym jego jasnoS¢ jest wieksza.

Rozwazajgc fizyczng ewolucje gwiazd postuzymy sie
Stoncem. W oparciu o prawa fizyki mozna przedstawic
model ewolucji Stonca, ktéry uwzglednia warunki panujace
we wnetrzu naszej dziennej gwiazdy. Uzywajgc sformuto-
wania ,nasza dzienna gwiazda” mamy na mysli Stonce.
Analizujgc dane obserwacyjne mozna zauwazy¢, ze w duzej
mierze odnosza sie one do trzech podstawowych parame-
tréw takich jak: masa gwiazdy (M), promien gwiazdy (R)
oraz iloS¢ energii emitowanej przez gwiazde w jednostce
czasu (L). Dodatkowa informacjg wynikajgcg z bezposred-
nich obserwacji jest sktad chemiczny atmosfery gwiazdy.

Model gwiazdy

Konstruujgc model fizyczny gwiazdy dla uproszczenia
naszych rozwazan zatézmy, ze gwiazda stanowi idealna
kule gazu doskonatego dla ktérego obowigzujg prawa gazo-
we. Wéwczas musimy zatozyé, ze:

® Gwiazda pozostaje w rownowadze hydrostatycznej (ciSnie-
nie gazu, a w jadrze réwniez ciSnienie promieniowania,
rébwnowazone przez sity grawitacji) i termodynamicznej
w dtugim okresie. Oznacza to, ze nie ulegajg zmianie pro-
mien gwiazdy oraz moc promieniowania, a cata energia,
ktéra zostata wytworzona we wnetrzu gwiazdy jest wypro-
mieniowana przez warstwy zewnetrzne.

® Emitowana energia jest zastepowana energig, produko-
wana we wnetrzu gwiazdy (jest to tzw. zasada réwnowagi
termicznej: poszczegdlne warstwy gwiazdy majg state
temperatury).

® Transport energii w gwiezZdzie nastepuje poprzez promie-
niowanie i konwekcje (unoszenie).

® Gazzawarty w gwiezdzie w tym réwniez w jej Srodku w przy-
blizeniu spetnia réownanie stanu gazu doskonatego.

°
Konstruujac model gwiazdy zat6zmy, ze nasze rozwaza-

nia beda dotyczyty Stonca. W celu wyprowadzenia réwnan

opisujacych warunki panujgce w wnetrzu StoAca o pro-

mieniu R, zaktadamy, ze zbudowane jest ono z koncen-

trycznych warstw o grubosci Ar. Poprzez koncentrycznosé

warstwy nalezy rozumieé warstwy, ktére majg wspodlny

Srodek i sg utozone wokét niego, jak okregi lub sfery.

Grubosé takiej warstwy jest na tyle mata, ze we wnetrzu

takiej gwiazdy nie zachodzg istotne zmiany w warunkach
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Rys. 1. Fragment (prostopadfoscian) materii we wnetrzu gwiazdy (np. Sforica),
zauwazmy, ze wysokos$¢ boku prostopadfoscianu jest rowna Ar.

fizycznych przy przejsSciu od wewnetrznej do zewnetrznej
granicy warstwy.

Zatézmy, ze w odlegtosci R od Srodka rozwazanej gwiaz-
dy (Stonca) zlokalizowany jest bardzo maty prostopadto-
Scian, ktérego wysokos¢ wynosi Ar i powierzchnia podstawy
ma warto$¢ réwng S = 1. Wowczas objetos¢ takiego prosto-
padtoscianu (wycinka materii gwiazdowej) jest rowna:

V=S-Ar=Ar. (1)

Niech gestoS¢é materii gwiazdowej bedzie réwna p(r) i jest
ona zalezna od odlegtosci od centrum (Srodka) Stonca.
Wowczas mozna obliczy¢, ze masa tego prostopadtoscianu
(wycinka materii gwiazdowej) jest réwna:

M=p(r)-V. (2)

Wykorzystujgc rownanie (1), zaleznosé (2) mozna zapi-
saé jako:

M=p(r)-Ar. (3)

Poniewaz w naszych rozwazaniach zatozyliSmy, ze gwiaz-
da jest idealng kulag wéwczas w oparciu o prawo grawitacji
Newtona, przyspieszenie grawitacyjne g(r) w miejscu poto-
zenia prostopadtoScianu jest wywotane przez mase M(r),
ktéra zawarta jest w kuli o promieniu r jest rowne:

M(r)
R?’

gr)=G (4)
gdzie G oznacza statg grawitacji.

Zauwazmy, ze nasz prostopadtoScian bedzie przyciagany
do Srodka Stonca z sitg F(r), ktora jest rowna:

M(r)

F)=M(r)g(r)=G R

p(r)Ar. )

Jezeli w danej gwiezdzie nie wystepowataby sita, ktéra
réwnowazy site ciezkosci to rozwazany element (nasz hipo-
tetyczny prostopadtoscian) w bardzo szybkim tempie opadi-
by w kierunku Srodka gwiazdy. Oznacza to, ze gwiazda
zaczetaby sie gwattownie kurczy¢ - zapadac sie pod wpty-
wem grawitacji (kolaps grawitacyjny). W tym miejscu wyja-
Snimy, ze kolaps grawitacyjny zaliczany jest do powszech-
nych proceséw zachodzacych w catym Wszechswiecie i doty-
czy roéznych skali przestrzennych i czasowych poczawszy
od powstawania gromad galaktyk, galaktyk az do narodzin,
ewolucji i Smierci gwiazdy. Ze zjawiskiem tym mamy do

czynienia, kiedy niemozliwe jest zachowanie réwnowagi
hydrostatycznej tzn., kiedy ciSnienie gazu nie jest w sta-
nie zréwnowazyé odziatywan grawitacyjnych zachodzacych
wewnatrz gwiazdy. Obraz taki wystepuje wtedy, gdyz sku-
pisko materii przekroczy mase krytyczng (mase Jeansa).

Rownowaga hydrostatyczna - pierwszy
przypadek

W przypadku gwiazd sita réwnowazgcy site gra-
witacji jest ciSnienie gazu (sita parcia) zwigzana
Z materia gwiazdowa (materig stoneczna). Zauwazmy, ze
ciSnienie gazu dziata zaréwno na zewnetrzng jak i wewnetrz-
ng podstawe prostopadtoScianu. W przypadku zewnetrznej
strony ciSnienie rézni sie o wartos¢ Ap od ciSnienia oddzia-
fywujgcego na strone wewnetrzng, przy czym Ap ma znak
ujemny, poniewaz warto$é¢ ciSnienia przy oddalaniu sie od
Srodka maleje (Rys.1). R6znica tych cisnien, czyli par¢ rowno-
wazy site ciezkosci, co mozna zapisacé jako:

I\g(j) p(r) Ar.

p—(p+tAp)=G (8)

Rozpisujac lewa strone réwnania (6) otrzymujemy:
M(r)
RZ

p—p—Ap=G p(r) Ar. (7)
Wykonujac redukcje wyrazéw podobnych oraz mnozac

réwnanie (7) obustronnie przez (-1) mamy:

M(r)

Ap=-G R

p(r)Ar. (8)

Otrzymane réwnanie (8) stanowi pierwsze z réwnan
dotyczace budowy wewnetrznej gwiazdy i przedstawia
réownowage hydrostatyczng w jej wnetrzu. Jezeli spetnione
sg powyzsze zatozenia to réwnanie (8) mozemy wyrazi¢ w
postaci rézniczkowej:

d__ M@

dr_ G RZ p(r)a (9a)
lub

P gmpi) (9b)

dr

Zauwazmy, ze rownanie (9b) powstato przy wykorzysta-
niu zaleznosci (4).

Rys.2. Rozktad sit dziatajacych na maly wycinek masy we wnetrzu gwiazdy.
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Rownowaga hydrostatyczna - drugi
przypadek

Zatézmy, ze w gwiezdzie panuja warunki réwnowagi
hydrostatycznej tzn. sity grawitacji dazg do przyspieszenia
rozwaznego wycinka masy gwiazdy ku jej centrum sg row-
nowazone przez sity zwigzane z hydrostatycznym parciem
gazu (rys.2).

Woéwczas stuszne jest nastepujgce rownanie:
F, =F (t) - F, (r+d). (10)

Wykorzystujac wzoér na site grawitacji (F,=mg(r) ) i site
parcia (Fp =pS) réwnanie (10) przyjmuje postac:

dmg(r)=p(r)S—p(r+dr)S. (12)
Nastepnie wykorzystajmy zaleznosé, ze:

dm=p(r)V, (12)
dm=p(r)Sdr. (13)

Woéwczas rownanie (11) przyjmuje nastepujgca postac:

p(r)Sg(r)dr =p(r) S—p(r+dr)S. (14)
Dzielac obustronnie rownanie (14) przez S mamy:
p(r) g(r)dr =p(r) - p(r+ dr). (15)

Pomno6zmy obustronnie teraz rownanie (15) przez (-1) i
jednocze$nie podzielmy go przez dr, wowczas mamy:

p(r+dr)—p(r)
dr ’

Zauwazmy, ze prawa strona réwnania (16) jest granicg
ilorazu réznicowego, czyli pochodna funkcji dp/dr, wow-
czas mamy, ze:

dp(r)
dr -
Zastosujemy teraz ponownie rownanie (4) do lewej stro-
ny zaleznosci (17a) wéwczas otrzymamy, ze:
M(r) _ dp(r)

—-p(1)G = .
p() r? dr

—p(r) g(n)= (16)

—p(r) g(n)= (17a)

(17b)

Wykorzystujac rownania (8) i (9a) oraz (17a) i (17b)
mozna oszacowaé zmiane ciSnienia we wnetrzu rozwaznej
gwiazdy przy przejsciu z jednej warstwy koncentrycznej do
kolejnej. W takim przypadku jako znane parametry nalezy
przyjaé: mase M zawartg we wnetrzu kuli o ustalonym pro-
mieniu R oraz gestos¢ p, ktéra wystepuje w tej warstwie.
W wiekszoSci przypadkoéw parametry te nie sa znane,
dlatego tez do ich okreSlenia konieczne jest zdefiniowanie
dodatkowych zaleznosci.

Niech S(r) oznacza powierzchnie kuli o promieniu r, dla
ktorej Srodek pokrywa sie ze Srodkiem gwiazdy zgodnie
Z rysunkiem 3.

Niech M(r, t) oznacza mase zawartg w kuli S(r), wéwczas

Rys.3. Przekroj gwiazdy i kuli S(r).
mase te mozemy okresli¢ poprzez catke objetoSciowg dang
jako:

M(r, t)= j p(r, ) dV.
S(r)

(18)

Poniewaz we wstepnych zatozeniach przyjeliSmy syme-
trycznos¢é gwiazdy, dlatego tez rozniczke dV mozna wyrazié
za pomocg rozniczki dr, wéwczas mamy, ze:

dV=4nridr. (19)

Podstawiajgc réwnanie (19) do zaleznoSci (18) otrzymu-
jemy, ze:
M(r, )= [ 4mp(r, ) r°dr. (20)
0
Rézniczkujac rownanie (20) otrzymujemy relacje pomie-
dzy M(r, t) oraz p(r, t).

OM(r, t)
or

Postepujac w analogiczny sposéb jak w przypadku row-
nowagi hydrostatycznej we wnetrzu gwiazdy rownanie (21)
w formie rézniczkowej wynosi:

dM

AM(x) =4mp(r)r’.

dr

Zauwazmy, ze w rownaniu (22) wykorzystaliSmy stacjo-
narno$é gwiazdy tzn., ze zarébwno masa M jak i gestos¢ p
gwiazdy nie zaleza od czasu. Ponadto réwnania (9a) i row-
nowazne jemu réwnanie (9b) wraz z rownaniem (22) stano-
wig pierwsze dwa rownania zwigzane z budowag wewnetrzng
gwiazdy.

Strumien energii przeptywajacy przez
gwiazde

Rozwazmy ponownie warstwe kulista, ktéra znajduje sie
w odlegtosci r od Srodka rozwazanej gwiazdy. Niech L(r)
oznacza iloS¢ energii opuszczajacej w ciggu 1 sekundy
kule o powierzchni S(r). Energia L(r) musi by¢ réwna ilosci
energii wyprodukowanej w ciggu 1s w wyniku zachodza-

=4np(r,t)r’. (21)

(22)
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cych we wnetrzu gwiazdy reakcji termojgdrowych. Ponadto
energia AL(r) zalezy od wydajnoSci € danego cyklu reakgcji
termojgdrowych, jaka zachodzi w tej warstwie w jednostce
masy oraz od catkowitej masy materii, ktéra zawarta jest w
warstwie o grubosci Ar, promieniu r i gestosci p. Wéwczas
mozemy zapisac:

L(r)= Jp(r)st=4n'|.pr2£dr:%npsr3. (23)
0

S(r)

Zauwazmy, ze w réwnaniu (23) czynnik 4nr2dr oznacza
objetos¢ warstwy kulistej. ROzniczkujgc réwnanie (23)
mozemy zapisac, ze:

dL(r) =4n1’ ep(r).

(24)
Réwnanie (24) stanowig kolejng zaleznos¢ zwigzang z
opisem struktury wewnetrznej gwiazdy.

Transport energii w gwiezdzie

W strefie rownowagi konwektywnej energia we wnetrzu
gwiazdy jest transportowana przez konwekcje (unoszenie)
a takze promieniowanie. Bgble gorgcego gazu unosza sie
do powierzchni gwiazdy niosac ze energie wytworzong
w jej wnetrzu. Aby energia mogta by¢ transportowana przez
konwekcje to we wnetrzu gwiazdy musza utrzymywaé sie
pionowe ruchy materii. W tym celu rozwazamy nastepujgca
sytuacje. Niech pewien element masy, ktéry znajduje sie
w warstwie A w odlegtosci r od centrum (Srodka) gwiazdy
zostat uniesiony ku goérze o bardzo maty odcinek dr do war-
stwy B zgodnie z rysunkiem (rys.4). Element ten zachowu-
jac ciepto w nim obecne rozpreza sie poniewaz w osrodku
osaczajgcym go (warstwa B) wystepuje nizsze ciSnienie.
Poniewaz element nasz ulega adiabatycznemu rozpreze-
niu poszukujemy warunku, aby energia przenoszona byta
wraz z materia. Jezeli gestos¢ rozwazanego elementu jest

probny element osrodek
B p(rtor)
* p(r+or)
A T(r+dr)
or
p(r)
p(r)
! T(r)
A

Rys. 4. Schemat warunku na istnienie konwekcji.

mniejsza niz gestos¢ otaczajgcego go oSrodka to na pod-
stawie prawa Archimedesa element bedzie unosit sie do
gory samorzutnie. W przeciwnym razie, jezeli jego gestosé
bedzie wieksza niz gestos¢ otaczajgcego go osrodka opa-
danie do poczatkowego potozenia.

Aby mogta zajs¢ konwekcja we wnetrzu gwiazdy musi
by¢ spetniona zalezno$é, ze:

p*<p(r+3r). (25)

Réwnanie (25) pociaga za sobg spetnienie nastepuja-
cych dwoch zaleznoSci odpowiednio dla ciSnienia (rownosé
cisnien) i temperatury, co mozna wyrazi¢ jako nastepujgcy
uktad:

p*=p(r+dr), (26a)

T*>T(+0r)=T({)+ ——

dT(r) (26b)
dr

W nastepnym kroku wykorzystajmy réwnanie (26b):

aIws.
dr

T*>T(r)+ (27)

Podzielmy obustronnie réwnanie (27) przez T(r), wow-
czas otrzymamy, ze:

dT()
T o edr o 1+ 40TO 5
T(r) T(r) dr (28)

Zauwazmy, ze lewg strone nieréwnosci (28) mozna
obliczyé analizujgc zmiany temperatury w rozwazanym ele-
mencie. W przypadku przemiany adiabatycznej stuszna jest
nastepujgca zaleznosc¢:

(5]
T \p®))

gdzie y oznacza stosunek dwéch rodzajéw ciepta wtasciwe-

(29)

C
go: y— , €, 0znacza ciepto wtasciwe przy statym cisnie-

niu, a ¢, oznacza ciepto wilasciwe przy statej objetoSci.
Wykorzystujgc rownanie (26a) mozemy réwnanie (29)
wyrazi¢ jako:

dp@) . v
T_*:(p(r+6r>Jv: P +=, —or
T(r) p(r) p(r)
:(Hmarj’v z[l+v_—lmﬁr].

dr Y dr

Poréwnajmy teraz prawa strone réwnania (28) z prawag
strong réwnania (30) wowczas otrzymamy, ze:

(30)
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1+y_—1_dlnp(r)6r > 1+_dlnT(r) or.

31
Y dr dr (31)

Analiza numeryczna rownahn wewnetrznej struktury
gwiazdy prowadzi do wniosku, ze gdyby spetniona byta nie-
réownosS¢ prosta to ruchy konwektywne wewnatrz gwiazdy
bylyby bardzo gwattowne i nastapitoby szybkie wyréwnanie
temperatur w danej warstwie. Zatem nieréwnosé (31) nale-
zy w dalszej czescirozpatrywac jako rownosé. Przeksztatémy
teraz nieréwnos$é dang zaleznoscig (31) w taki sposob, aby
dInT(r)

i

obliczy¢ warto§¢ wyrazenia

. W tym celu wyraz
wolny, czyli liczbe 1 odejmujemy stronami i po redukcji
mamy:

y—1dlnp(r) Sp = dInT(r) Sr.
Y dr dr

(32)

Podzielmy jeszcze obustronnie rownanie (32) przez or:
y—1dlnp(r) dInT(r)

(33)
Y dr dr
InT . . .
Czynnik d 121 ) < 0 poniewaz wraz z oddalaniem sie od
r
centrum gwiazdy temperatura maleje, natomiast —— > 0,
Y

wiec rownanie (33) po prostych przeksztatceniach uprasz-
cza sie do nastepujacej postaci:
In
dinp) _ v (34)
dInT(r) y-1

We wnetrzu Stonca znajdujg sie niemalze pojedyncze

atomy, stosunek dwéch rodzajéow ciepta wiasciwego
c, 5 N .

y=-2 ==, wiec warunek na istnienie we wnetrzu Stofica
C

v

ruchéw konwektywnych dany jest jako:

dInp(r) S 5

: (35)
dInT(r) 2

<<
(%]
<<
=
|

2
o
e

Wykorzystujgc rownanie (34) oraz wczesSniejsze nasze
rozwazania mozemy zapisac, ze:

1 dp(»)

p(r) dr vy

T(r) dr

co jest rownowazne nastepujacej zaleznosci:

dp(r) T(r)
dr Y

— -1 7

dTp®  y-1 (37)
dr

Po dalszych przeksztatceniach mamy:

dT(r) p(r dp(r) T(r
Op0), _dOTO (| ;) @8)

dr dr

Podzielmy teraz réwnanie (38) obustronnie przez naste-
pujacy iloczyn: p(r)y , wéwczas otrzymamy:
dT() _dp() T@)(y-1) (39)
dr dr p)\ vy

Do otrzymanego réwnania (39) podstawmy po prawej
stronie réwnanie (9a) czyli rownanie rownowagi hydrosta-
tycznej, wowczas otrzymamy, ze:

T@®(vy-1
P p(r)[ Y J

dT(r) e Mgr) (40)
dr r
Aby uprosci¢ rownanie (40) wykorzystajmy jeszcze réw-
nanie stanu gazu doskonatego w postaci:

R
p(r)=fp(r) T(r), (41)
wowczas po prostych przeksztatceniach mamy:
a@ _ MO s fy=1) (42)
dr R, Uy
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gdzie Rg oznacza uniwersalng statg gazowa, a \ jest Sred-
nig masg czasteczkowa.

Aby wyprowadzi¢ ostatnie rownanie dotyczace struktury
wewnetrznej gwiazdy nalezy zauwazyé, ze obowigzuje ono
w warstwach potozonych w strefie promienistej. W tym celu
musimy rozwazy¢ interakcje (oddziatywanie) zachodzgca
pomiedzy strumieniem promieniowania a materig gwiaz-
dowa, ktéra tworzy te warstwe. Zasadniczo mozemy wyréz-
ni¢ trzy procesy, ktére sa odpowiedzialne za absorbcje
promieniowania zachodzacg wewnatrz gwiazd. Pierwszym
Z nich jest wywotana przez promieniowanie dalsza joni-
zacja jonéw oSrodka. Drugi to absorbcja promieniowania
w czasie tzw. swobodno-swobodnych przejs¢ elektronow.
Natomiast trzeci proces to rozproszenie na swobodnych
elektronach w wyniku, ktérego zmianie ulega kierunek
fotonéw padajgcego promieniowania.

Niech p(r) oznacza ci$nienie promieniowania. Nastepnie
wykorzystajmy réwnanie rownowagi hydrostatycznej (rowna-
nie (9b)), ktére mozemy wyrazi¢ w nastepujgcej formie:

dp(r) _

dr

W réwnaniu (43) parametr g*(r) oznacza przyspieszenie
gazu, ktére wywotane jest przez absorbcje promieniowania.
Przez powierzchnie kuli S(r) w ciggu czasu réwnego t=1s
przeptywa energia, ktéra jest réwna L(r). Zatem przez

kazdg jednostkowa powierzchnie o wymiarach 1cm? w
L(r)

5.

—g* (@) p(1). (43)

ciggu t=1s przeptywa energia: Wowczas w ciggu t=1s

dnr
kazdy gram materii pochfania energie rowna:

E=y =0
4nr

(44)

Poniewaz ped promieniowania elektromagnetycznego
o energii E réwna sie E/c, gdzie ¢ jest predkoscig Swiatta,
wiec ped, ktéry w ciagu sekundy przekazuje promieniowa-
nie kazdemu gramowi materii, czyli przyspieszenie dany
jest jako:

L(r)

4nric

g*(m=x (45)

Przyjmijmy, dla uproszczenia, ze rozktad widmowy pro-
mieniowania zachodzgcego wewnatrz gwiazdy jest taki
sam jak rozktad promieniowania ciata doskonale czarnego.
Wowczas ciSnienie promieniowania jest jednoznacznie
okreSlone przez temperature gazu, co mozna wyrazi¢ jako:

1

p,(r) ZEaT4 (). (46)

Podstawiajac teraz rownania (46) i (45) do zaleznoSci
(43) trzymamy, ze:

d(;aT4 (r)j

dr

=-% L) p(D).

4rric

W ostatnim kroku po zrézniczkowaniu lewej strony row-
nania (47) otrzymamy:

4

dT L(r)
ZaT () —=—
3 o) dr x

4rric

p(r). (48)

Woéwczas po prostych przeksztatceniach otrzymamy, ze:

d_T:_ 3)(L(r3pgr) . (49)
dr  16macr T (r)

W réwnaniu (49) poszczegdlne symbole oznaczaja: X
jest wspotczynnikiem absorbcji oraz a jest statg ktora wigze
ciSnienie gazu fotonowego (ciSnienie promieniowania) z
temperatura. Zauwazmy, ze wyprowadzone réwnania (42)
oraz (49) nalezy uzywaé zamiennie w zaleznosci od tego
czy transport energii we wnetrzu rozwazanej gwiazdy
zachodzi przez konwekcje czy promieniowanie.

Podsumowanie

Analizujac przestawione w tym artykule zaleznosci mate-
matyczne dotyczgce opisu struktury wewnetrznej gwiazdy
mozna skonstruowaé nastepujgce zestawienie:

Lp. Zaleznos¢ matematyczna lr\lumel: Nazwa réwnania
réwnania
Warunek
d M
1. P__g (21‘ ) p(r) 9a rownowagi
dr R hydrostatycznej
2. MO _ o) r? 2y | Warunck
dr cigglosci masy
Warunek na
3. O _ gy ep(r) 24 tempo produkcji
r energii
4a. dT(r) __ Mgr) o(t) T@(y-1 4 Transport energii
dr r pm\ v (konwekcja)
dT 3y L(r)p(r) Transport energii
4b. — = 49 . .
dr l6macr T (r) (promieniowanie)
Literatura:

[1] Kreiner J. M., Astronomia z astrofizyka, Wydawnictwo Naukowe PWN 1988.

[2] Kubiak M., Gwiazdy i materia miedzygwiazdowa, Wydawnictwo Naukowe PWN
1994.

[3] Rybka E., Astronomia ogdina, Wydawnictwo Naukowe PWN 1970.

[4] Stoddtkiewicz J., Astrofizyka ogdlna z elementami geofizyki, Wydawnictwo Naukowe
PWN 1978.

[5] Wesotowski M., Wybrane zagadnienia z mechaniki nieba cz. |, 2023, Fizyka
w Szkole z Astronomia, nr 1, str. 44-50.

[6] Wesotowski M., Wybrane zagadnienia z mechaniki nieba cz. Il, 2023, Fizyka
w Szkole z Astronomig, nr 2, str. 46-50.

[7] Wesotowski M., Wybrane zagadnienia z mechaniki nieba cz. Ill, 2023, Fizyka
w Szkole z Astronomig, nr 3, str. 43-50.

Mechanika nieba - wydanie specjalne - Fizyka w Szkole 2/2026

61



62

Fizyczna
ewolucja

gwiazd

Marcin Wesotowski

Gwiazda jest samoswiecacym obiektem astronomicz-
nym, ktéry przez znaczng czes$¢ swojego zycia wypromie-
niowuje energie powstatg w wyniku reakcji jgdrowych
zachodzacych w jego wnetrzu. Gtéwnym procesem odpo-
wiedzialnym za powstawanie energii w postaci Swiatta jest
spalanie wodoru do helu i innych ciezszych pierwiastkow.
Najblizsza gwiazda wzgledem Ziemi to Stonce, ktére jest
odlegte od niej o okoto 150 mIin km, druga z kolei to «
Centauri odlegla o 4,3 lat Swietlnych znajdujgca sie w
gwiazdozbiorze Centaura.

Okiem nieuzbrojonym mozemy zaobserwowaé okoto
6000 gwiazd na obu potkulach ziemskich ze znanych
okoto 20 milionéw gwiazd, ktére nalezg do naszej galak-
tyki. Szacuje sie, bowiem, ze catkowita liczba wszystkich
gwiazd w Galaktyce Drogi Mlecznej wynosi okoto 2-10%.
Masy gwiazd przybierajg wartosci od okoto 0.08 M, do
rzedu 100 M, (M jest masa Stonca), promienie od okoto
10 km (gwiazdy neutronowe) do rzedu 1000 R, tempera-
tury powierzchni od rzedu tysigca do kilkudziesieciu tysiecy
Kelvinéw.

Ze wzgledu na jasno$é absolutng gwiazdy podzielono
na nastepujgce klasy: | - nadolbrzymy, Il - jasne olbrzymy,
Il - olbrzymy, IV - podolbrzymy, V - karty (gwiazdy ciagu
gtownego), VI - podkarty, VII - biate karly. Dla gwiazd o
szczegblnie duzej jasnosci absolutnej tzw. hiperolbrzymow
wprowadzono dodatkowo klase jasnosci ,0”. Ze wzgledu
na intensywnos¢ wystepujgcych w widmie promieniowania

Foto. 2. Alpha Centauri. Foto. NASA..

Foto. 3. Jedna z najjasniejszych gwiazd — Syriusz.
Foto. NASA, ESA.

Foto. 1. Storice w dalekim ultrafiolecie, widoczna granulacja powierzchni. Foto. NASA.

elektromagnetycznego linii i pasm absorpcyjnych gwiazdy
dzielimy na nastepujace typy widmowe (zgodnie ze zmniej-
szaniem sie temperatury fotosfery gwiazdy): O, B, A, F, G,
K, M.

Oproécz wyszczegblnionych powyzej podstawowych typéw
widmowych gwiazd istnieje nieliczna grupa gwiazd o wid-
mach zblizonych do typéw G lub K majacych silne linie
i pasma wegla. Typy te oznaczono literami R i N. Sg to
tzw. gwiazdy weglowe. Gwiazdom posiadajagcym w widmie
pasma tlenku cyrkonu przypisano typ S - sg to gwiazdy
cyrkonowe. W kazdym z typébw wyr6znia sie dodatkowo
dziesie¢ podtypdéw oznaczonych cyframi O, 1, 2, 3,... 9.
Np. gwiazda oznaczona, jako G5 jest gwiazdg o widmie
posrednim, pomiedzy typem F i K. Obecnie stosowany jest
powszechnie system MK dwuwymiarowej klasyfikacji widm
gwiazdowych (Morgana i Keenana), w ktérym kazdej gwiez-
dzie przypisuje sie typ widmowy i klase jasnosci.

Typ widmowy gwiazdy zalezy od jej efektywnej tempera-
tury, czyli temperatury, jakg idealne ciato czarne o takiej
samej powierzchni jak gwiazda musiatoby mieé¢, aby wytwo-
rzy¢ takg samag catkowitg energie. Temperature efektywna

Foto. 4. Wega - jasna gwiazda nieba nocne-
go. Foto. NASA..
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mozemy obliczy¢ na postawie prawa Stefana - Boltzmanna.
Dla przyktadu obliczmy teraz temperature efektywnag dla
Stonca korzystajg z nastepujace zaleznoSci:

L
T, =i, 1
of 4noR? W

gdzie L jest mocg wypromieniowang przez Stonce
(L = 3.8610% W), o jest statg Stefana-Boltzmanna
(0 = 5.67-10® Wm?>K*), R, jest promieniem réwnikowym
tarczy Stonca (R, = 696342:10° m). Wowczas tempera-
tura efektywna dla naszej dziennej gwiazdy wynosi T =
5781.46 K. Dodatkowo zauwazmy ze moc wypromieniowa-
ng przez Stofice mozemy powigzaé ze stata stoneczng za
pomocg nastepujacej zaleznosci:

L =4nd’S, (2)

gdzie d jest odlegtoSciag Ziemi od Stonca (d = 150-10° m),
S jest statg stoneczna czyli iloScia energii stonecznej
docierajgcej w jednostce czasu do jednostki powierzchni
prostopadtej do kierunku rozchodzenia sie promieniowania
na gornej granicy atmosfery (S = 1361 W-m=2). Wartos¢
statej stonecznej zostata wyznaczona na pomiaréw wyko-
nanych przez SORCE (ang. Solar Radiation and Climate
Experiment). Ponadto stata stoneczna charakteryzuje sie
zmienno$cig w czasie. Rozkfad ten zostat przedstawiony
na rys.1.

Wykorzystujac réwnania (1-2) mozna zauwazy¢, ze tem-

Foto. 5. Galaktyka Drogi Mlecznej w podczerwieni — zdjecie wykonane przez
Kosmiczny Teleskop Spitzera. Widoczna ogromna liczba gwiazd w Galaktyce. Foto.
NASA.

3910 Kelwinéw i jest klasyfikowany jako gwiazda K5, pod-
czas gdy Alcyone, najjasniejsza z niebieskich olbrzymow
w gromadzie otwartej Plejady, ma efektywng temperature
okoto 12700 kelwindw i jest klasyfikowana jako gwiazda
B7.

Kolory i efektywne zakresy temperatur sg nastepujace:
® powyzej 30 000 Kelwindw - opis koloru: niebieski

peratura efektywna dla Stonca dana jest jako: @ B - 10 000 do 30 000 Kelwinéw - opis koloru: niebie-
- . sko-biaty
T, =4 245 _ 98 577701k (3) ® A~ 7500 do 10 000 Kelwinow ~ opis koloru: biaty
4noRy \oRg ® F - 6000 do 7500 Kelwinow - opis koloru: zotto-biaty
® G - 5200 do 6000 Kelwindéw - opis koloru: zétty
W klasyfikacji MK Stonce jest okreSlane jako gwiazda @ K - 3700 do 5200 Kelwindéw - opis koloru: pomaran-
typu widmowego G2 V. Czerwony olbrzym Aldebaran w czowy
gwiazdozbiorze Byka ma efektywng temperature okoto @ M - 2400 do 3700 Kelwindéw - opis koloru: czerwony.
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Rys.1. Zmienno$¢ statej stonecznej (Rys. NASA).
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Foto. 6. Pulsar w Mgtawicy Kraba. Foto. NASA, ESA.
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Foto. 7. Graficzny model pulsara. Foto. NASA.

Aby méc dowiedzieé sie nieco wiecej o poszczegblnych
rodzajach gwiazd dokonamy teraz klasycznego ich podzia-
tu. Mozemy wyrézni¢ nastepujace typy gwiazd.

Gwiazda neutronowa jest jednym z mozliwych ostat-
nich etapow ewolucji gwiazd. Obiekt powstaty po wybuchu
supernowej o bardzo niewielkich rozmiarach rzedu 10 km
i olbrzymiej gestosci okoto 10Y [kgm=3], zbudowany jest
gtéwnie z neutrondw. Szybko rotujaca gwiazda neutronowa
obdarzona znacznym polem magnetycznym moze by¢ pul-
sarem - Zrodtem silnego promieniowania elektromagne-
tycznego o pulsujacym w czasie natezeniu.

Gwiazda Nova - gwiazda zmienna, ktéra nagle w ciggu
kilku dni powieksza wybuchowo swg jasnos¢ o kilkanascie
wielkosci gwiazdowych. Nastepnie jasnosé gwiazdy powoli
w ciggu kilku lat maleje, by w koncu osiggngé poziom
sprzed wybuchu, przy czym mogg wystepowaé dalsze
wahania jasnosci.

Analiza jasnoSci prowadzi do wniosku, ze przyczyna
wybuchu jest niestabilnosé, prowadzaca do odrzucenia
warstw zewnetrznych gwiazdy. Wzrost jasnosci, poczat-
kowo zwigzany jest z gwattownym wzrostem promienia
gwiazdy, a wiec ze zwiekszeniem powierzchni emitujacej
promieniowanie, a nastepnie duza jasnos¢ gwiazdy pocho-
dzi od promieniowania jej goretszych teraz odstonietych
gtebszych warstw.

Obecnie uwaza sie, ze zdecydowana wiekszosé (lub nawet

Foto. 9. Mgfawica Kraba — pozostato$¢ po supernowej
SN 1054. Foto. NASA.

Foto. 10. Pozostato$¢ po gwiezdzie Keplera — SN 1604. Foto. NASA.

Foto. 8. Gwiazda Nova Cygni 1992. Foto. NASA. M

wszystkie) Gwiazdy Nove to skfadniki uktadéw podwéjnych a
wybuchy sg konsekwencjg proceséw zwigzanych z przepty-
wem materii z jednej gwiazdy do drugiej. Termin "gwiazda
nova” moze byé mylacy, gdyz nie oznacza on oczywiscie
gwiazdy nowo powstalej, lecz taka, ktéra Swiecita relatywnie
stabo, lecz nagle gwattownie pojasniata.

Gwiazda Supernowa, (supernowa) - gwiazda ulegajgca
zjawisku fizycznego wybuchu, ktéry prowadzi do jej rozpadu
i ktéremu towarzyszy olbrzymi wzrost blasku nawet o 20
magnitudo. Zjawisko to ma miejsce w bardzo péznym etapie
ewolucji gwiazdy. W maksimum blasku gwiazdy supernowe
promieniujg z mocg porownywalng do mocy promieniowania
catych galaktyk, przez co moga by¢ wykrywane nawet w bar-
dzo duzych odlegtosciach od Ziemi.

Ze wzgledu na cechy obserwacyjne supernowe dzielimy
obecnie na trzy grupy la (SNla), Ib (SNIb) i Il (SNII). Podziat
ten jest pozostatoScig pierwotnego podziatu na dwie grupy.
Supernowe typu la osiagajg maksymalng jasno$¢ w czasie
okoto dwéch tygodni od wybuchu a nastepnie w podobnym
okresie czasu obnizajg swéj blask o okoto 3™,5. Dalszy spa-
dek jasnosci jest juz znacznie wolniejszy. Jasnosé w maksi-
mum blasku wykazuje bardzo matg dyspersje i dlatego sa
one najlepszymi ,$wiecami standardowymi”, stuzgcymi do
wyznaczania odlegtosci we Wszechswiecie.

Charakterystyczna cechg widm tego rodzaju supernowych
jest catkowity brak linii wodoru. Wystepujg one w galakty-
kach eliptycznych i w dyskach galaktyk spiralnych, ale nie

Foto. 11. Gwiazda zmienna V838 Mon. Foto. NASA,
ESA.
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Foto. 12. Ekspansja $wietlnego echa V838 Monocerotis do 2004 roku. Foto. NASA, ESA.

sg obserwowane w ich ramionach. Powszechnie uwaza sie,
ze przyczyna wybuchu supernowych (la) jest niestabilno$é
biatego karta pojawiajgca sie w momencie, gdy przekroczy
on mase krytyczna 1.44 M, (mase Chandrasekhara). Moze
sie to zdarzy€ np. w uktadzie podwéjnym.

Gwiazdy supernowe (Ib) sg znacznie rzadziej obserwo-
wane. Ich krzywa blasku jest podobna do supernowych la,
lecz wykazuje nieco wolniejszy spadek jasnosci, szczegblnie
w poblizu maksimum. Widma supernowych Ib sg podobne
do widma supernowych la. Wykazujg jednak pewne cechy
w okolicach maksimum blasku, ktére w widmach superno-
wych la ujawniaja sie pbézZniej, dopiero kilkadziesiat dni po
maksimum. Stwierdza sie rowniez w ich widmach brak linii
wodorowych. Prawdopodobnie poprzednikami superno-
wych Ib sg gwiazdy Wolfa-Rayeta.

Supernowe Ib nigdy nie wystepujg w galaktykach eliptycz-
nych. Dowodzi to, ze pomimo pewnych podobiefstw sg to
obiekty rézne od supernowych typu la. Za przyczyne wybuchu
uwaza sie naglg implozje jadra nadolbrzyma o masie wiek-
szej niz 15 M. Supernowe Il zmieniajg po wybuchu swoja
jasno$¢ w spos6b zdecydowanie inny niz dwie poprzednie
grupy supernowych. Przede wszystkim zmiany blasku sg wol-
niejsze i wykazuja wieksza niejednorodnosé.

Kilkadziesigt dni po maksimum spadek jasnosci jest
zatrzymany na pewien czas - pojawia sie jego wyrazne
plateau - nastepnie jasnoS¢ maleje w przyblizeniu liniowo.
Widma supernowych Il zawierajg linie emisyjne wodoru

Foto. 14. Gwiazda podwdjna T Pyxidis — znajdujgca
sie w gwiazdozbiorze Kompasu (tac. Pyxis). Foto.
NASA, ESA.

Foto. 15. Eta Carinare — nalezy do najbardziej magnetycznych
gwiazd w kosmosie. Foto. NASA.

Foto.13. Dalsza ekspansja Gwiazdy V838 w latach 2005 — 2006. Foto. NASA, ESA.

oraz absorpcyjne linie helu, azotu, sodu magnezu, zelaza.
Supernowe |l wystepujg w ramionach spiralnych galak-
tyk. Uwaza sieg, ze przyczyna wybuchu supernowej Il jest
przeksztatcenie sie rdzenia masywnej gwiazdy w neutrony
i towarzyszace temu powstanie fali uderzeniowej, ktéra
rozrywa gwiazde.

Gwiazda zmienna to gwiazda o zmieniajgcej sie jasno-
Sci. Zasadniczo rozrézniamy dwa typy gwiazd zmiennych:
gwiazdy zmienne fizycznie oraz gwiazdy zmienne zaémie-
niowe. W pierwszym typie zmiany jasnosci sg wynikiem
zachodzgcych proceséw fizycznych, w drugim typie zmiany
jasnosci sg wynikiem wzajemnego zakrywania sie dwoch
skfadnikéw uktadu podwéjnego.

Gwiazda V838 jest jedng z ciekawszych gwiazd znajdu-
jacych sie na obrzezach naszej Galaktyki - Galaktyki Drogi
Mlecznej. Szczegbtly zwigzane z natura i ewolucja tej gwiaz-
dy do kohca nie sg jeszcze zrozumiate, choé uwaza sie, ze
opusScita ona cigg gtowny stajgc sie nadolbrzymem.

Gwiazdy fizycznie podwadjne to uktad dwoch gwiazd zwigza-
nych sitami wzajemnej grawitacji krazacych wokoét wspdlnego
Srodka masy po orbitach eliptycznych. Rozrézniamy gwiazdy
wizualnie, spektroskopowo i zaémieniowo podwojne.

Gwiazdy magnetyczne - gwiazdy gtownie typu A, w kto-
rych istniejg stosunkowo silne pola magnetyczne. Natezenie
pola magnetycznego wiekszoSci gwiazd magnetycznych
ulega zmianom nieregularnym lub periodycznym.

Foto. 16. Magnetar wraz z liniami pola magnetycznego
(wizja artystyczna). Foto. NASA.
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Foto. 17. Gwiazda CH Cygni (symbiotyczna)
znajdujgca sie w gwiazdozbiorze tabedzia. Foto.
NASA.

Okres zmiennosci pola magnetycznego jest rzedu od
kilku do kilkudziesieciu dni. Zmianom tym towarzysza
niewielkie zmiany jasnosci i natezen linii widmowych.
Periodycznosé zmian pola magnetycznego dobrze ttumaczy
model "sko$nego rotatora”. Zaktada on, ze 0§ magnetyczna
gwiazdy jest nachylona pod pewnym katem do osi rotacji
gwiazdy, co sprawia, ze obserwujemy zmiany pola magne-
tycznego gwiazdy zgodne z okresem jej rotacji. Najlepiej
poznana gwiazda magnetyczna o okresie zmian rownym 5,
469 doby to gwiazda o2 CanumV enaticorum.

Gwiazdy metaliczne, Am - gwiazdy ciggu gtéwnego o
temperaturze efektywnej od 7400 K do 10 200 K, ktore
majg silne linie pierwiastkow metalicznych (Fe, Ti, V, Cr,
Mn, Co, Ni, Cu, Zn, Sr) przy jednoczesnym ostabieniu w wid-
mie linii Ca, Mg i Sc. Dwie charakterystyczne cechy gwiazd
metalicznych to: 1) bardzo wolno rotujg, 2) zdecydowana
wiekszoS¢ a byé moze wszystkie sg sktadnikami uktadow
podwaéjnych.

Gwiazdy optycznie podwojne to uktad dwoéch gwiazd
niezwigzanych ze sobg grawitacyjnie, znajdujgcych sie w
zupetnie réznych odlegtoSciach od Stonca, ktore jednak na
sferze niebieskiej potozone sg bardzo blisko siebie spra-
wiajgc wrazenie, ze sg ze sobg zwigzane.

Foto. 18. Mgfawica M1 — 67 wokét Wolfa-Rayeta
WR 124. Fotografia wykonana przez Kosmiczny
Teleskop Hubble’a. Foto. NASA, ESA.

Foto. 19. Ostanie chwile przed potezng eksplozjg (bfyskiem gama)
gwiazdy typu Wolfa-Rayeta. Foto. NASA.

Gwiazdy symbiotyczne to ukiad podwéjny gwiazd, z kt6-
rych jedna jest chtodnym nadolbrzymem lub olbrzymem
typu G, K, lub M a druga jest gwiazda ciggu gtowne-
g0 0 znacznie wyzszej temperaturze efektywnej lub jest
biatym kartem. Wybuchy jasnosci o okoto 2 magnitudo
zZwigzane sg z przeptywem materii z gwiazdy chtod-
niejszej do cieplejszej. Przyktady gwiazd symbiotycz-
nych: Z Andromedae, CH Cygni, AG Draconis.

Gwiazdy typu Wolfa-Rayeta to bardzo jasne gwiaz-
dy (jasnoS¢ absoluthna moze byé rzedu nawet 9 magni-
tudo) o wysokiej temperaturze powierzchni, roéwnej
kilkadziesigt tysiecy Kelvinbw. Ich widma charaktery-
zujg sie silnymi szerokimi liniami emisyjnymi helu, wegla
i azotu oraz niewielkim natezeniu lub brakiem linii wodoru.
Taka charakterystyka widma moze by¢ wyttumaczona istnie-
niem bardzo duzej rozrzedzonej otoczki ekspandujgcej z duza
predkoscig. Dawniej gwiazdy Wolfa- Rayeta zaliczano do typu
widmowego O. Aktualnie wyodrebniono dla nich oddzielny typ
W, ktéry podzielono na podgrupy WC, WN i WO w zaleznosci
od tego czy intensywniej wystepuijg linie wegla, azotu czy tlenu.

Gwiazdy wielokrotne to uktad co najmniej 3 gwiazd (i nie
wiecej niz 10) zwigzanych ze sobg grawitacyjnie i krazgcych
wokét wspdlnego Srodka masy.

Foto. 20. Artystyczna wizja orbity HD 188753, gwiazda systemu potréjnego. Foto.
NASA.

Foto. 21. Potréjny zachdd storica na HD 188753 Ab — wizja artystyczna. Foto. NASA.
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Foto. 22. Gwiazda zmienna typu cefeid znajdujgca sie w galaktyce Andromedy (M31).
Foto. NASA.

Gwiazdy zmienne typu & Cephei (cefeidy) - cefeidy dtu-
gookresowe o okresie zmiennosci od 1 do 70 dni (u wiek-
szosci okres wynosi okoto 7 dni). Amplituda zmian jasnosci
zawiera sie w przedziale od 0.1 do 2.0 magnitudo. Sa to
nadolbrzymy typu F-G. W grupie cefeid wyroznia sie rowniez
grupe typu W V irginis o mniejszej mocy promieniowania.

Gwiazdy zmienne typu RR Lyrae to olbrzymy typu wid-
mowego A - F o okresach zmiennosci od 0.05 do 1.2 doby.
Amplituda zmian jasno$ci tego typu gwiazd zawiera sie
w przedziale od 0.5 do 2.0 magnitudo.

Gwiazdy zmienne typu T Tauri to gwiazdy typu widmowe-
go F - G wykazujace nieregularne zmiany jasnosci o ampli-
tudzie rzedu nawet 3 magnitudo. W okresach pomiedzy
wybuchami jasno$é gwiazdy moze by¢ przez dtuzszy czas
stata. Linie absorpcyjne wykazujg przesuniecie w kierun-
ku czerwieni a linie emisyjne w kierunku fioletu. Jest to
spowodowane gwattownymi ruchami materii w atmosferze
gwiazdy. Chtodne warstwy opadajg na gwiazde a gorgce
sg wyrzucane na zewnatrz. Prawdopodobnie gwiazdy typu
T Tauri naleza do gwiazd bardzo mtodych o nieustalonej
rébwnowadze wewnetrznej.

Ewolucja gwiazd

Ewolucja gwiazd to ogdt zmian fizyko - chemicznych,
jakim ulegajg gwiazdy wraz z uptywem czasu. Powszechnie
uwaza sie, ze gwiazdy powstajg z materii miedzygwiazdo-
wej w wyniku kurczenia sie wielkich obtokéw molekular-
nych. Obtoki te zawierajg gtéwnie wodoér, hel i pyt. Kurczenie
obtoku nastepuje wtedy, gdy oddziatywanie grawitacyjne
pomiedzy jego czasteczkami przezwycieza ciSnienie gazu.
Aby tak sie stato obtok musi spetni¢ tzw. kryterium Jeansa
okreSlajace jego minimalna mase M,, (mase Jeansa), przy
ktérej mozliwy jest proces kontrakcji grawitacyjnej.

Swobodnie kurczacy sie obtok wypromieniowywuje coraz
to wiecej wyzwalanej energii grawitacyjnej i jego jasnosé
ro$nie, natomiast temperatura pozostaje stata. Pierwotny
olbrzymi obtok kurczac sie zwieksza swoja gestosc.
Poniewaz masa Jeansa jest odwrotnie proporcjonalna do
pierwiastka z gestosci obtoku wiec w zapadajgcym sie
pierwotnym obtoku powstajg lokalne skupienia spetniajace

Foto. 23. Gwiazda zmienna T Tauri - od jej nazwy pochodzi cata klasa gwiazd zmiennych
typu T Tauri. Foto. NASA.

kryterium Jeansa. Dochodzi do jego fragmentyzacji, czyli
rozpadu na mniejsze obtoki - protogwiazdy, z ktérych kazda
kurczy sie oddzielnie zwiekszajgc swoja gestosé i tempera-
ture. Gdy masa kurczacego sie pojedynczego obtoku jest
nie mniejsza niz 0.08 M, temperatura centralna moze
osiggnaé wartosS¢é okoto 10 min Kelvinéw. Wtedy w jadrze
protogwiazdy moze rozpoczgé sie proces przemiany wodo-
ru w hel, ktéremu towarzyszy wydzielanie sie olbrzymich
ilosci energii.

Energia ta w wiekszosci jest wypromieniowana z powierzch-
ni fotosfery, jako promieniowanie Swietlne, a pewna jej czesé
uwalniana jest jako energia neutrin. Zostaje osiggnie-
ta rownowaga hydrostatyczna tzn. ciSnienie grawitacyjne
zostaje zrownowazone prze ciSnienie gazu, ustaje proces
kontrakcji grawitacyjnej. W zaleznoSci od masy nowo
powstatej gwiazdy zachodzi w niej synteza helu w cyklu pro-
ton-proton lub w cyklu weglowo - tlenowym (CNO). W ten
sposbb rodzi sie gwiazda, ktéra na wykresie H-R znajduje
sie na ciggu gtéwny.

Poniewaz procesy nukleosyntezy zachodzg tylko w cen-
tralnych rejonach gwiazdy wiec po pewnym czasie zaczyna
wyczerpywac sie paliwo wodorowe, gtownym sktadnikiem
gwiazdy staje sie hel i tempo spalania wodoru stabnie.
Gwiazda na tym etapie ewolucji zbudowana jest z helowe-
go jadra spowitego wodorowa atmosferg. Ciezar gornych
warstw gwiazdy przestaje by¢ rownowazony przez ciSnie-
zaczyna sie kurczyé. Powoduje to wzrost temperatury na
tyle duzy, ze w cienkiej warstwie wokét jadra helowego
powstajg warunki do dalszej przemiany wodoru w hel,
ktorej tempo zaczyna wzrastaé. W konsekwencji ciSnienie
promieniowania przewaza nad ciezarem zewnetrznych
warstw atmosfery i gwiazda zaczyna ,puchnaé” - czyli
zwiekszaé swoje wymiary, przeksztatcajac sie w czerwo-
nego olbrzyma.

Na diagramie H-R odpowiada temu droga ewolucyjna,
polegajaca na odejSciu w prawo od ciggu gtownego do
obszaru olbrzymoéw. Czas przebywania gwiazdy na ciggu
gtownym zalezy od jej masy. Gwiazdy bardziej masywne
ewoluujg szybciej (szybciej sie ,starzeja”). Uwaza sie,
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Foto. Diagram Hertzsprunga — Russella (H - R). Foto. NASA.

ze zasadniczo do stadium czerwonego olbrzyma ewo-
lucja wszystkich gwiazd o masach wiekszych niz okoto
0.4 M, przebiega podobnie. Natomiast gwiazdy o masach
mniejszych od tej granicznej wartoSci, po wyczerpaniu
wodoru w jadrze osiggaja szybko stadium biatego karta.

Dalsza droga ewolucyjna zalezy w zasadniczy spos6b od
masy gwiazdy. Dla gwiazd o masach zblizonych do masy
Stonca opisane powyzej kurczenie sie helowego jadra
moze doprowadzié do warunkéw sprzyjajacych syntezie
wegla z helu (proces 3 o - polega on na syntezie jadra
wegla z trzech jader helu). Ten etap ewolucji okreslany jest
jako btysk weglowy. Gwiazda ma jednak zbyt mata mase,
aby po wypaleniu sie helu mogta przemienia¢ wegiel w pier-
wiastki ciezsze.

Koncowy etap ewolucji takich gwiazd polega na stopnio-
wym wygaszaniu przemian jgdrowych, kurczeniu sie jadra
do momentu az ciSnienie grawitacyjne zostanie powstrzy-
mane przez ciSnienie zdegenerowanego gazu elektrono-
wego. Jednoczes$nie zaistniate dynamiczne niestabilnosci
powodujg odrzucenie warstw zewnetrznych. Powstata w ten
sposdb mglawica planetarna otacza gwiazde konczaca
ewolucje, jako stygnacy biaty karzet.

Gwiazdy bardziej masywne o masach wiekszych niz
2,5M_ moga przemieniaC powstaty wegiel sukcesywnie az
do zelaza i niklu. Zachodza w nich kolejno reakcje syntezy
neonu, tlenu, krzemu i w kohcu zelaza i niklu. Na tych
dwoch pierwiastkach konczy sie nukleosynteza w gwiaz-
dach, gdyz charakteryzujg sie one najwieksza energia
wigzania.

Dalsze przemiany jadrowe sg endotermiczne i wymaga-
tyby dostarczenia energii z zewnatrz. Powstajacy zelazo-
wo-niklowy rdzen gwiazdy pozostaje stabilny tak dtugo, jak
dtugo ciSnienie zdegenerowanego gazu elektronowego jest
w stanie zréwnowazy¢ ciSnienie grawitacyjne. Gdy rdzen
gwiazdy osiggnie pewng graniczng maseg (~ 1.4M,), wtedy
nastepuje gwattowny rozpad jgder zelaza i niklu na jadra
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Foto. 25. Obszar gwiazdotworczy LH 95 w Wielkim Obtoku
Magellana. Foto. NASA, ESA.

helu i neutrony. Towarzyszy temu gwattowne, zmniejszenie
sie objetosSci rdzenia - jego implozja. Nastepnie powsta-
je fala uderzeniowa, ktéra rozrywa gwiazde. Zjawisko to
obserwuje sie, jako wybuch supernowej.

W trakcie wybuchu zachodzg reakcje jgdrowe, kto-
rych produktem sa jadra ciezkich pierwiastkéw, ktére nie
moglyby byé wyprodukowane we wnetrzach gwiazd. W
wyniku wybuchu powstaje Swiecaca mgtawica otaczajgca
odstoniety rdzen gwiazdy, ktory stanowi teraz gwiazde
neutronowa. W przypadku bardzo masywnych gwiazd o
masach wiekszych niz 8M przypuszcza sig, ze ten ostatni
etap przebiega podobnie, lecz powstata fala uderzeniowa
nie jest w stanie odrzuci¢ kolejnych warstw zewnetrznych
gwiazdy, ktére opadajg na rdzen zwiekszajgc jego mase.
Ostatecznie ma miejsce kolaps rdzenia, ktory przeksztatca
sie w czarng dziure.

dr hab. Marcin Wesotowski, prof. UR

Uniwersytet Rzeszowski, Wydziat Nauk Scistych i Technicznych, Instytut
Nauk Fizycznych,

Centrum Innowacji i Transferu Wiedzy Techniczno-Przyrodniczej
Uniwersytetu Rzeszowskiego.
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